
Chapitre 18

Systèmes linéaires. Espaces vectoriels

18.1 Systèmes linéaires

18.1.1 Système n x p

1. En plus de système 2x2, on doit résoudre des systèmes 3x3 oun x p. Exemple :

Chercher s'il existe �; �; 
 2 R

8
<

:

� + 4 � + 7 
 = p
2� + 5 � + 8 
 = q
3� + 6 � + 9 
 = r

. (Réponse parfois oui :p = q = r = 0 ;

parfois non : p = 1 ; q = r = 0 et L 1 + L 3 � 2:L 2)

2. Un système linéaire den lignes, p colonnes (S) s'écrit :

8
>><

>>:

a11x1 + a12x2 + ::: + a1pxp = b1

a21x1 + a22x2 + ::: + a2pxp = b2

:::
an1x1 + an2x2 + ::: + anpxp = bn

(aij étant le terme ligne i , colonnej )

18.1.2 Résolution par la méthode du "pivot de Gauss"

1. Opérations élémentaires sur un système linéaire.

Il y a 3 opérations élémentaires sur les lignes ; après, on obtient un système équivalent; voici :

1) Permuter Ligne i et Ligne j ; noté L i  ! L j ;
2) Remplacer Ligne i par k: Ligne i , k 6= 0 ; noté L i  � k:L i ;
3) En�n remplacer L i par L i + �:L j , j 6= i ; noté L i  � L i + �:L j .

(Voir que 3) aussi est une équivalence : le retour étantL i  L i � �:L j .)
Note :
Les opérations élémentaires sur les colonnessont aussi permises ; celà modi�e juste les inconnues.

2. L'exemple: 9 ? �; �; 
 2 R :

8
<

:

� + 4 � + 7 
 = p
2� + 5 � + 8 
 = q
3� + 6 � + 9 
 = r

, 9 ? �; �; 
 2 R :

8
<

:

� + 4 � + 7 
 = p;
� 3� � 6
 = q � 2p

� 6� � 12
 = r � 3p

() 9 ? �; �; 
 2 R :

8
><

>:

� + 4 � + 7 
 = p

� + 2 
 =
2p � q

3
et en�n 0 = r � 3p � 2q + 4 p

La question devient : A quelles

conditions (C.N.S.) �; �; 
 existent-ils dans le systèmeéquivalent échelonné �nal ?

Réponse : si et seulement si la dernière ligne est véri�ée (évident) : p � 2q + r = 0 . Donc :

� si par exemple p = 1 ; q = 0 ; r = 0 , le système n'a pas de solution.

� si p = r = 1 ; q = 2 , le système a une solution ; même une in�nité,une lettre arbitraire ; ex : c.
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120 CHAPITRE 18. SYSTÈMES LINÉAIRES. ESPACES VECTORIELS

3. Autre exemple :

8
>><

>>:

x + y � 3z = � 13
x + y � 2z = � 8
2x + y + z = 3
x + 2 y � 3z = 5

,

8
>><

>>:

x + y � 3z = � 13
z = 5

� y + 7 z = 29
y = 18

avecL 2 � L 1; L 3 � 2L 1; L 4 � L 1

,

8
>><

>>:

x + y � 3z = � 13
� y + 7 z = 29

z = 5
y = 18

avecL 2 $ L 3 (et si on veut L 4  L 4 + L 2, ... pour avoir un système

totalement échelonné ; mais on voit déjà qu'il est impossible)

4. Ecritures vectorielles et matricielles des systèmes linéaires

Dans E = Rn , notons �! v 1 =

0

B
B
@

a11

a21

:::
an1

1

C
C
A ; �! v 2 =

0

B
B
@

a12

a22

:::
an2

1

C
C
A ; :::; �! v p =

0

B
B
@

a1p

a2p

:::
anp

1

C
C
A ; et

�!
b =

0

B
B
@

b1

b2

:::
bn

1

C
C
A 2 Rn .

� Alors le système général(S) s'écrit vectoriellement : x1:�! v 1 + x2:�! v 2 + ::: + xp:�! v p =
�!
b :

On considèrera (S0) x1:�! v 1 + x2:�! v 2 + ::: + xp:�! v p =
�!
0 Rn : (aussi appelé système ou équation

(vectorielle) sans second membre "ESSM" associée (parfois"système homogène associé").

� On a aussi uneécriture matricielle A:X = B (ci-dessous) et la"matrice augmentée" :
0

B
B
@

a11::: a1j ::: a1p

:::
:::

an 1::: anj ::: anp

1

C
C
A

0

B
B
@

x1

x2

:::
xp

1

C
C
A =

0

B
B
@

b1

y2

:::
bn

1

C
C
A . Ex :

0

B
B
@

1 1 � 3
1 1 � 2
2 1 1
1 2 � 3

1

C
C
A

0

@
x
y
z

1

A =

0

B
B
@

� 13
� 8
3
5

1

C
C
A ou

0

B
B
@

1 1 � 3 j � 13
1 1 � 2 j � 8
2 1 1 j 3
1 2 � 3 j 5

1

C
C
A .

18.2 Espaces vectoriels

18.2.1 Dé�nition

E est un espace vectoriel surK = R ou C (K-e.v.) si E est muni de deux lois : + et �
+ interne : �! u ; �! v 2 E =) �! u + �! v 2 E et � externe : � 2 K; �! u 2 E =) �: �! u 2 E

telles que : 1) (E; +) soit un groupe abélien [5 axiomes avec loi interne : ci-après.]

avec également: 2) � � (�! u + �! v ) = � � �! u + � � �! v ; (� + � ) � �! u = � � �! u + � � �! v ;
(�:� ) � �! u = � � [� � �! u ] et 1 � �! u = �! u . [donc 5 autres avec loi externe.]

Remarques 1) Les éléments deE sont appelés "vecteurs" ; et ceux deK = R ou C appelés scalaires.

2) Groupe abélien ou groupe commutatif signi�e + est interne et 3 axiomes ; et comm. :

Associative ; avec Neutre (forcément unique
�!
0 +

�!
0 0 =

�!
0 0 =

�!
0 car

�!
0 et

�!
0 0 neutres) ; tout élément

�! u a un Symétrique (forcément unique�! u 0+ �! u + �! u " = �! u " = �! u 0) noté � �! u ; en�n Commutative.

Montrer qu'on peut simpli�er : �! u + �! x = �! u + �! y ) �! x = �! y (en ajoutant � �! u à gauche, etc.)

3) Dans (�:� ) � �! u le 1er . est la multiplication dans K ; le 2ème � est l'opération externe.

18.2.2 Propriétés

On a : �: �! u =
�!
0 () (� = 0 ou �! u =

�!
0 ) et (� � ):�! u = �: (� �! u ) = � (�: �! u ).

Démonstration 1) 0:�! u =
�!
0 car (0 + � ):�! u = �: �! u ou 0:�! u + �: �! u =

�!
0 + �: �! u et on peut simpli�er.

�:
�!
0 =

�!
0 car �: (

�!
0 + �! u ) = �: �! u = �: �! u +

�!
0 ; etc. de même.

Inversement Si �: �! u =
�!
0 avec � 6= 0 , � est inversible (R ou C),

1
�

:(�: �! u ) =
1
�

:
�!
0 ou (

1
�

:� ):�! u =
�!
0

ou 1:�! u =
�!
0 ou en�n �! u =

�!
0 . [Divers axiomes utilisés.]

2) [� � + � ]:�! u = 0 :�! u =
�!
0 , donc ... (� � ):�! u = � (�: �! u ) ; et l'autre analogue.
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18.2.3 Exemples

1. E = R2 est un espace vectoriel surK = R. Les deux opérations :

�! u
�

x1

y1

�
+ �! v

�
x2

y2

�
= �! u + �! v

�
x1 + x2

y1 + y2

�
et �: �! u : �:

�
x1

y1

�
=

�
�:x 1

�:y 1

�

De mêmeE = R3 e.v. sur R E = Rn est un R espace vectoriel,n > 1, surtout n = 2 ; n = 3 .
Remarque :
Pour n = 1 , E = R est un e.v. surK = R. (On ne met pas de �èche sur les éléments deE : �:x )

2. E = f
�!
0 g est un e.v. surR. C'est le plus petit car tout e.v. contient

�!
0 , neutre pour +.

3. E = C est un e.v. surK = R. Opérations :
�

z1 + z2 (interne)
�:z; � 2 R (externe)

4. E = C est un e.v. surK = C. Opérations :
�

z1 + z2 (interne)
�:z; � 2 C (externe)

Nous verrons queE = C est un R-e.v. de dimension 2 ; par contre unC-e.v. de dimension 1.

5. F (I; R) où I = [0 ; 1] par exemple, est unR e.v. Bien retenir les exemples 1 et 5.
�! u + �! v correspond à f + g (sin + exp par exemple) �: �! u correspond à �:f

Dans ce style
R[x] est un R e.v. (addition P + Q ; loi externe �:P ) : e.v. des polynômes à coe�. réels
C[x] est un espace vectoriel surR ; et aussi un e.v. surC.
De mêmeR(x) est un R e.v. : e.v. des fractions rationnelles à coe�. réels

6. F (N; C) ensemble des suites à termes complexes est unC e.v.

Loi interne �! u + �! v : addition de suites (un ) + ( vn ) (
�!
0 est ici la suite nulle ! )

Loi externe �: �! u : �: (un ) (utile au ch. suivant avec � 2 C).

18.2.4 Combinaisons linéaires

1. Dé�nition
Soit (�! u i ) i 2 I une famille de vecteurs où I est ici un ensemble d'indices.

Une combinaison linéaire des(�! u i ) est un vecteur (ou bien un élément de l'espace
vectoriel) s'écrivant � 1

�! u 1 + ::: + � p
�! u p pour un nombre �ni de coe�cients non nuls.

2. Exemples
� Dans E = C espace vectoriel surR, (R-e.v.), tout complexe est combinaison linéaire de 1 eti :

8z 2 C; 9x; y 2 R tels que z = x:1 + y:i .

� Dans E = R[x] espace vectoriel surR, une combinaison linéaire de (xn)n2 N est un polynôme ;
[Tandis que 1+x+x 2+ ... sans s'arrêter n'est pasun polynôme : on dit une série.]

Comme la famille (xn )n2 N permet d'obtenir tout R[x], par combinaisons linéaires, on dit qu'elle est
"génératrice" ; on s'intéressera aux familles génératrices les plus petites possibles.

3. Résumé : les "combinaisons linéaires " combinent les 2 opérations de l'e.v.; elles sont essentielles.

18.3 Sous espaces vectoriels

18.3.1 Dé�nition

Soit E un e.v. sur K (R ou C) et E1 � E . E1 est un sous e.v. deE si :

1) + est interne dans E1 2) 8� 2 K; �! u 2 E1 : �: �! u 2 E1 3) E1 lui-même espace vectoriel surK:
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. Remarquons que f
�!
0 g et E sont deux sous espaces de E.

. Un sous e.v. est jamais vide : contient au moins le neutre
�!
0 de E ! (car 0:�! u =

�!
0 )

18.3.2 Caractérisations pour E1 � E

E1 sous e.v. deE ,

8
<

:

E1 6= ; [contient
�!
0 :]

�! u ; �! v 2 E1 =) �! u + �! v 2 E1

8� 2 K; �! u 2 E1 : �: �! u 2 E1

,
�

E1 6= ; [en pratique contient
�!
0 .]

8� 2 K; �! u ; �! v 2 E1 : �: �! u + �! v 2 E1:

Démonstration de la première équivalence. =) est clair.

( = : Déjà (E1,+) sous-groupe abélien : par ex. l'associativité est vraiedans E1 car vraie dansE ! etc.
Puis, par exemple, l'égalité: �: (�! u + �! v ) = �: �! u + �: �! v est vraie dansE1 car vraie dansE ! ...

Utilisations 1) Montrons que C1 ([0; 1]; R) est un espace vectoriel surR.

On va montrer que c'est un sous espace d'un espace connu ; ici de E = F ([0; 1]; R), avec la première :
La fonction nulle est C1 ; puis si f , g sont C1 ; f + g aussi ; en�n 8� 2 R; �:f est aussiC1 de I dans R.

2) Soit E1 et E2 deux sous espaces deE ; montrons queE1 \ E2 est un sous espace.

Avec la deuxième cette fois :
�!
0 2 E1 \ E2 (dans chacun car sous espaces) ; doncE1 \ E2 non vide ;

puis si � 2 K; �! u ; �! v 2 E1 \ E2; �: �! u + �! v 2 E1 ; 2 E2 ; (car sous espaces encore ; donc :)2 E1 \ E2:

Remarque Plus généralement si(E i ) i 2 I est une famille de sous espaces,\ E i est un sous espace.

18.3.3 Exemples de sous espaces vectoriels

1. Dans Rn e.v. sur R, si �! u 6=
�!
0 , R:�! u = f �: �! u ; � 2 Rg est un sous e.v. appelé droite vectorielle.

� Preuve avec une caractérisation.
� En fait cet exemple a lieu dans tout espaceE (sur R) où on peut trouver �! u 6=

�!
0 .

� Dessin : Un point O symbolise le vecteur
�!
0 ; alors R:�! u est représenté par une droite de vecteurs.

2. Dans R3 e.v. sur R � =

8
<

:
�! u

0

@
x
y
z

1

A a:x + b:y+ c:z = 0 ; (a; b; c) 6= (0 ; 0; 0)

9
=

;
est un plan vectoriel.

Remarques
� On peut encore voir ceci avec une caractérisation.

� Un sous e.v. contient toujoursf
�!
0 g donc (...) : 2x � 3y + z = 4 n'est pasun sous e.v. deR3 ;

c'est un plan a�ne !

3. Théorème:

Dans E e.v. sur R, soit (�! u i ) i 2 I une famille (non vide) de vecteurs ; alors
L'ensemble des combinaisons linéaires des(�! u i ) est un sous e.v. deE ;

c'est le plus petit sous espace (pour� ) contenant les (�! u i ):
On l'appelle : sous e.v. engendré par les ( �! u i ) ; on le note : Vect( �! u i ) i 2 I .

Démonstration [en 1ère lecture, supposer que la famille a 3 vecteurs.]

1) On a
�!
0 = 0:�! u 1 ; donc

�!
0 est combinaison linéaire des�! u i (donc ensemble non vide) !

Puis si �! x ; �! y sont comb.lin. des�! u i , �: �! x + �! y aussi (idem) ! Ainsi, l'ensemble des combinaisons
linéaires, noté ici V , est un sous espace deE par une caractérisation ; et il contient les�! u i .

2) Inversement, tout sous e.v. contenant les�! u i , doit contenir (cf. déf.) chaque combinaison linéaire
desui ; donc doit contenir V . Donc c'est facile mais très important !

Exemple : droite vectorielle avec�! u 6=
�!
0 . On la notera maintenant : V ect(�! u ) = f �: �! u ; � 2 Rg.
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18.4 Exemples traités

18.4.1 1er exemple : dans R3

1. Enoncé
Dans R3 e.v. sur R, montrer que le sous e.v. engendré par�! u

0

@
1
2
3

1

A ; �! v

0

@
4
5
6

1

A �! w

0

@
7
8
9

1

A

V ect(�! u ; �! v ; �! w ) = V est un plan vectoriel dont on donnera une équation cartésienne.

V est l'ensemble des combinaisons linéaires oudes vecteurs s'écrivant � �! u + � �! v + 
 �! w ; �; �; 
 2 R.

On a mis �; �; 
 (au lieu de �; �; � moins simple) ; maisx; y; z n'était pas ici une bonne notation :

2. Résolution Notons :

0

@
x
y
z

1

A [�! x si l'on veut] un vecteur général deV . On a �! x

0

@
x
y
z

1

A 2 V () :::

::: 9 �; �; 
 2 R :

0

@
x
y
z

1

A = �:

0

@
1
2
3

1

A + �:

0

@
4
5
6

1

A + 
:

0

@
7
8
9

1

A () 9 �; �; 
 2 R :

8
<

:

� + 4 � + 7 
 = x
2� + 5 � + 8 
 = y
3� + 6 � + 9 
 = z

.

Attention

Ici, ce sont �; �; 
 les inconnues , dont on ne veut que l'existence ! Aussi :
on met �; �; 
 à gauche.x; y; z jouent le rôle de paramètres décrivant le sous e.v.V , en entier.

Donc : �! x 2 V () 9 �; �; 
 2 R : �: �! u + �: �! v + 
: �! w = �! x () :::

9�; �; 
 2 R :

8
<

:

� + 4 � + 7 
 = x;
� 3� � 6
 = y � 2x

� 6� � 12
 = z � 3x
, 9 �; �; 
 2 R :

8
><

>:

� + 4 � + 7 
 = x;

et � + 2 
 =
2x � y

3
et pour �nir 0 = z � 3x � 2y + 4x

La question est alors : A quelles conditions (C.N.S.)�; �; 
 existent-ils pour que le système

équivalent �nal soit satisfait ? Si et seulement si la dernière ligne estvéri�ée (évident). Donc

V =

8
<

:
�! x

0

@
x
y
z

1

A : x � 2y + z = 0

9
=

;
: x � 2y + z = 0 est une équation cartésienne cherchée.

3. Remarques � On peut véri�er que �! u ; �! v ; �! w satisfont à l'équation de V !

� En�n, en sens inverse, ayant une équation deV , comment en trouver un système générateur ?

Voici à partir de : x � 2y + z = 0 :

On a

0

@
x
y
z

1

A 2 V ()

0

@
x = x
y = y

z = � x + 2y

1

A ["3 lettres, 1 équation ; donc 2 degrésde liberté"] D'où :

0

@
x
y
z

1

A 2 V ,

0

@
x
y
z

1

A = x

0

@
1
0

� 1

1

A + y

0

@
0
1
2

1

A = x�! a + y
�!
b . V = V ect(�! a ;

�!
b ) : autre système générateur.

18.4.2 2ème exemple : dans R[x] e.v. sur R

Déjà, on voit que : R[x] = V ect(1; x; x 2; :::; xk ; :::) les ... signi�ant k 2 N (on ne s'arrête pas)

et on note : V ect(1; x; x 2; :::; xn ) = Rn [x] le sous e.v. des polynômes de degréau plus n.

Attention � d0(O) = �1 . Et les polynômes de degré 0 sont les constantes non nulles !

� L'ensemble des polynômesde degré exactement 2 : non sous e.v. : ne contient pasO ; etc.

� De même,le complémentaire d'un sous e.v. est jamais un sous e.v. : ne contient pas
�!
0 .
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18.5 Somme de sous espaces vectoriels

1. Rappel à bien revoir: L'intersection de 2 sous e.v. est un sous e.v. (donc jamais vide)

2. Mais la réunion de 2 sous e.v. n'est pas (en général) un sous e.v. : Dans R2 si �! {
�

1
0

�
et

�! |
�

0
1

�
; alors : R:�! { [ R:�! | (ou V ect(�! { ) [ V ect(�! | )) non sous e.v. car �! { + �! | 62V ect(�! { ) ;

�! { + �! | 62V ect(�! | ) ; d'où �! { + �! | 62V ect(�! { ) [ V ect(�! | ). Dessin? On va remédier à ce défaut.

18.5.1 Somme de 2 sous e.v.

1. Dé�nition
On appelle somme de 2 sous e.v.E1; E2, de E : E1 + E2 = f �! x 1 + �! x 2; �! x i 2 E i g

Alors : E1 + E2 est un sous e.v. deE ; c'est le plus petit contenant E1 et E2:
[On aurait donc pu le noter V ect(E1 [ E2)]

Démonstration
E1 + E2 sous e.v. facile avec une caractérisation ; contientE1 (choisir �! x 2 =

�!
0 ) et E2. Inversement

Tout sous e.v. contenantE1 et E2 doit contenir E1 + E2 (clair si on a assimilé les dé�nitions).

2. Exemple dansE = R3

Soit E1 = V ect(�! u ) = R:�! u ; �! u 6=
�!
0 et E2 = V ect(�! v ) = R:�! v , �! v non colinéaire à�! u .

Ici E1 + E2 = V ect(�! u ) + V ect(�! v ) = V ect(�! u ; �! v ) = f �: �! u + �: �! v g = � 6= R3. Dessin ?

3. En général, il y a 2 cas:
�

soit E1 + E2  E (comme dans l'exemple)
soit E1 + E2 = E (ce que l'on souhaite)

Dé�nition

L'égalité E = E1 + E2 signi�e exactement E � E1 + E2 (car réciproque évidente), donc que
Tout vecteur �! x de E a au moinsune écriture ou décomposition du type�! x 1 + �! x 2 ; �! x i 2 E i

8�! x 2 E; 9�! x 1 2 E1; �! x 2 2 E2 tels que �! x = �! x 1 + �! x 2. On dit que E est somme deE1 et E2:

18.5.2 Somme directe

Maintenant on s'intéresse au cas où tout vecteur deE a au plus une écriture surE1; E2.

1. Propriété

Notons
�!
0 le vecteur nul deE. Les deux a�rmations suivantes sont équivalentes

1) Tout vecteur de E a au plus une écriture surE1 + E2

2)
�!
0 a une unique écriture surE1 + E2, à savoir

�!
0 (2 E) =

�!
0 (2 E1) +

�!
0 (2 E2)

Dans ce cas on dit que la somme est directeet on note E1 � E2 au lieu deE1 + E2:

Démonstration
1) =) 2) clair. [Au passage, (2) est l'implication : �! x 1 + �! x 2 =

�!
0 =) �! x 1 = �! x 2 =

�!
0 .]

2) =) 1) Supposons que :�! x = �! x 1 + �! x 2 = �! y 1 + �! y 2; �! x i ;
�! y i 2 E i :

Avec l'hypothèse 2), on doit montrer que �! x i = �! y i .
On a par di�érence :

�!
0 = ( �! x 1 � �! y 1) + ( �! x 2 � �! y 2) ; donc : �! x i = �! y i :

2. Remarque importante. On a l'équivalence : E1 et E2 en somme directe() E1 \ E2 = f
�!
0 g:

Démonstration
=) Soit �! u 2 E1 \ E2 ; on a

�!
0 = �! u + ( � �! u ); �! u 2 E1; � �! u 2 E2 ; l'hypothèse fournit : �! u =

�!
0 .

( = Soit
�!
0 = �! u 1 + �! u 2; �! u 1 2 E1; �! u 2 2 E2. Avec l'hypothèseE1 \ E2 = f

�!
0 g, nous devons voir

que �! u 1 = �! u 2 =
�!
0 . Or �! u 1 = � �! u 2, noté

�!
t si l'on veut, est à la fois dansE1 et E2 donc

�!
0 !

Exemples � Si �! u � E1 \ E2, avec �! u 6=
�!
0 , E1 et E2 ne sont pas en somme directe !

� Deux droites vectorielles sont : soit confondues, soit en somme directe !
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3. Question piège Peut-on trouver 2 sous espacesE1; E2 avec : E1 + E2 6= E1 � E2 ?

Réponse :
� Si E1 et E2 ne sont pas en somme directe, la notationE1 � E2 est interdite : question insensée;
� Et si E1 et E2 sont en somme directe, la notationE1 � E2 désigne le même sous espaceque

E1 + E2 : elle est simplement plus précise. Il y a donc toujours égalité ici.

18.5.3 Sous e.v. supplémentaires

Etant donnés 2 sous e.v.E1 et E2, on souhaite que :

Tout vecteur �! x de E ait
�

(1) au moins
(2) et au plus

une écriture (ou décomposition) du type�! x 1 + �! x 2; �! x i 2 E i

(1) est noté : E = E1 + E2 (2) est noté : E1 + E2 = E1 � E2.

1. Dé�nition

Quand E = E1 + E2 et E1 + E2 = E1 � E2 sont véri�és, on note : E = E1 � E2:

On dit que : les sous e.v. sont supplémentaires,
ou que : E est somme directe de E1 et E2;
ou que : E2 est un supplémentaire de E1:

2. Remarques
Ne pas confondre "supplémentaire" avec complémentaire.

Le complémentaire d'un sous e.v. est jamaisun sous e.v. Pourquoi ?[car ne contient pas
�!
0 ].

3. Exemples de sous e.v. supplémentaires

� Aisément E = E � f
�!
0 g = f

�!
0 g � E à voir.

� Dans E = R3, si � = V ect(�! { ; �! | ); où �! { =

0

@
1
0
0

1

A �! | =

0

@
0
1
0

1

A et � = R:k où
�!
k =

0

@
0
0
1

1

A ,

alors R3 = � � � : C'est l'unique l'écriture :

0

@
x
y
z

1

A =

0

@
x
y
0

1

A +

0

@
0
0
z

1

A .

� Généralisation du précédent, dansR3 encore, en prenant 2 vecteurs non colinéaires�! u ; �! v et
E2 = � = R:�! w , �! w non située dans le plan vectorielE1 = � = V ect(�! u ; �! v ).

Dessin E = R3 = E1 � E2 Autre supplémentaire E 0
2 ?

� Soit E = F (R; R) l'espace vectoriel surK = R connu.

Posons E1 = P(R; R); E2 = I (R; R), sous ensembles des applications paires et impaires.
Alors E1 et E2 sont des sous e.v. (facile) ; et on a vu queF (R; R) = P(R; R) � I (R; R):

C'est ainsi que : ex =
ex + e� x

2
+

ex � e� x

2
= ch(x) + sh(x).

� [Aussi : Si E = F (R; C) espace vectoriel surK = R ; alors E = F (R; R) � F (R; i:R) !

Ex. : eix = cos(x) + i:sin (x).]
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M+ Exercices : Systèmes linéaires. Espaces vectoriels PTSI

1. Résoudre avec le pivot de Gauss :

8
>><

>>:

x + y � 3z = � 13
x + y � 2z = � 8
2x + y + z = 3
x + 2 y � 3z = 5

; puis

8
<

:

3x + 2y + 6z + t = 1
x + y + 2z + 0 :t = � 1
2x + 2y + 5z + t = 1

2. Dé�nition de E e.v. ? de E1 sous e.v. ? et rappel des 2 caractérisations de sous e.v.

Re-prouver que: C1 ([0; 1]; R) est un e.v. et que: E1; E2 sous e.v. deE ) E1 \ E2 aussi.

3. Dans R3, les vecteurs�! a , puis
�!
b , sont-ils combinaisons linéaires de�! u ; �! v ; �! w où :

�! u =

0

@
� 2
1
5

1

A ;�! v =

0

@
3
2
0

1

A ; �! w =

0

@
5
1

� 5

1

A ;�! a =

0

@
1
2
0

1

A ;
�!
b =

0

@
7
0

� 10

1

A ? Conclusion surV ect(�! u ; �! v ; �! w ) ?

4. (a) Dans R3 donner une équation cartésienne de� = V ect(

0

@
1
1
1

1

A ;

0

@
1
2
3

1

A ). Puis un supplémentaire.

(b) En sens inverse, partant d'une équation de� [x � 2y + z = 0 ] choisissant les lettresx; z arbi-
traires, donner une autre famille génératrice naturelle à 2vecteurs. Donner une 3ème famille
génératrice à 3 vecteurs ; une 4ème avec une in�nité de vecteurs. Laquelle est intéressante ?

5. (a) Montrer que C0(I; R) est un espace vectoriel surR, I = [0 ; 1] [ou plus généralement un intervalle
de longueur6= 0 de R] comme sous e.v.d'un espace connu.

(b) Citer un sous e.v. strictement inclus dansC0(I; R) et contenant strictement le sous-e.v. des
applications polynômiales identi�é à R[x]. Que dire deV ect(1; x; x 2) ?

6. (a) Indiquer un espace vectoriel contenant les fonctionscos(px); sin (qx); p 2 N; q 2 N� .
Montrer que sin 3(x) s'écrit en combinaison linéairede sin (qx); q = 1 ; 2; 3: Véri�er
(plus tard, ch.30 ) avec les développements limités enx = 0 e�ectués à l'ordre 3.

(b) (Hors progr. ) Idem avecch2(x) en combinaison linéaire dech(px); p = 0 ; 1; 2. Véri�er
avec des équivalents en+ 1 et, plus tard, avec les développements limités en0 à l'ordre 2.

7. Soient E i des sous e.v. d'un e.v.E . Montrer que :

(a) (E1 \ E2)+( E1 \ E3) � E1 \ (E2 + E3). Cas d'inclusion stricte ? SiE2 � E1 montrer l'égalité.

(b) E1 + ( E2 \ E3) � (E1 + E2) \ (E1 + E3). Idem et égalité si E1 � E2.

(c) (E2 � E3 ; E1 \ E2 = E1 \ E3 ; E1 + E2 = E1 + E3) =) E2 = E3.

(d) (E1 � E3; E2 � E4; E3 \ E4 = f
�!
0 g; E1 + E2 = E3 + E4) =) (E1 = E3; E2 = E4):

(e) En�n : (E1 \ E2) + ( E1 \ E3) = E1 \ [E2 + ( E1 \ E3)].

8. (a) Montrer sur un exemple que la réunion de 2 sous e.v. n'est pas, en général, un sous e.v.
(ceci est traité dans le cours).

(b) Si E1 et E2 sont des sous e.v. deE, montrer : (E1 [ E2 sous e.v.), l'un inclus dans l'autre.



Chapitre 19

Espaces vectoriels de dimension �nie

19.1 Bases

19.1.1 Famille génératrice

Dé�nition
La famille de vecteurs(�! u i ) i 2 I est dite génératrice [sous entendu detout l'espace]

si elle engendre donc toutl'espace, ou bien si :V ect(�! u i ) = E ou encore si :
Tout vecteur de E a au moinsune écriture en combinaison linéaire des�! u i :

Exemples

1) On convient que; engendreE = f
�!
0 g.

2) Un vecteur non nul su�t [on en prend le moins possible] pourengendrer une droite vectorielle.

3) Dans E = C, e.v. sur R, la famille (1; i ) est génératrice.

4) Dans R3, e.v. sur R, la famille �! { ; �! | ;
�!
k est génératrice.

5) Dans R[x], e.v. des polynômes, la famille in�nie (1,x,x2; :::) est génératrice.

(Attention : il n'y a qu'un nombre �ni de coe�cients non nuls d ans une combinaison linéaire).

6) Dans R2[x]=Vect(1,x,x 2) sous e.v. des polynômes de degré au plus 2, 1,x,x2 est une partie (famille

est plus général car permet les répétitions) génératrice. [Exercice : (1,x� 1,(x� 1)2) en est une autre]

19.1.2 Famille libre

Dé�nition
La famille de vecteurs(�! u i ) i 2 I est dite libre si on a l'implication :

� 1:�! u 1 + ::: + � p:�! u p =
�!
0 =) � 1 = ::: = � p = 0 . Ce qui est : dès que

�!
0 a une écriture

en combinaison linéaire des�! u i , c'est l'écriture banale :
�!
0 = 0:�! u 1 + 0 :�! u 2 + ::: + 0 :�! u p:

Propriété
On a équivalence entre :

1)
�!
0 admet seulement l'écriture banale précédente sur les�! u i c'est-à-dire : famille libre
2) et Tout vecteur de E a au plus une écriture en combinaison linéaire des�! u i :

Démonstration

2) =) 1) est un cas particulier car
�!
0 admet toujours l'écriture banale signalée.

1) =) 2) : Tout est là ! Soit donc �! x = � 1:�! u 1 + ::: + � p:�! u p = � 1:�! u 1 + ::: + � q:�! u q.
Quitte à rajouter des termes nuls, on a :�! x = � 1:�! u 1 + ::: + � r :�! u r = � 1:�! u 1 + ::: + � r :�! u r .
Par di�érence :

�!
0 = ( � 1 � � 1):�! u 1 + ::: + ( � r � � r ):�! u r ; et aussi

�!
0 = 0:�! u 1 + 0 :�! u 2 + ::: + 0 :�! u r .

L'hypothèse donne donc que� k � � k = 0 ; 8k; ce que l'on voulait.

127
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Résumé
� On montre qu'une famille est "libre" grâce au critère technique 1) qui est la dé�nition.

� Mais 2) donne le sens de "famille libre".

� Le contraire de famille génératrice est "famille non génératrice" ! de famille libre est "famille liée".

[Le vocabulaire va être maintenant éclairé : "libre" = sans relation en combinaison linéaire].

Exemples
1) On convient que; est libre.

2) Pour un vecteur : (�! u ) libre () �! u 6=
�!
0 . [à bien voir].

3) Pour deux vecteurs : �! u ; �! v libres () non colinéaires. [cas particulier de l'exemple suivant]

4) Pour p > 2 vecteurs :
�! u 1; �! u 2; :::�! u p non libres (ou liés) () l'un (au moins) est comb. linéaire des autres (au moins un lien.)

Démonstration
( = Clair : si �! u 1 = a2:�! u 2 + ::: + ap:�! u p alors 1:�! u 1 � a2:�! u 2 � ::: � ap:�! u p =

�!
0 . Terminé.

=) Si on a (b1; :::bp) 6= (0 ; 0; :::; 0) avec b1:�! u 1 + ::: + bp:�! u p =
�!
0 , supposons par exempleb1 6= 0 ; alors

�! u 1 =
� 1
b1

(b2
�! u 2 + ::: + bp:�! u p). Terminé.

5) Pour une famille in�nie :
La dé�nition dit que (�! u i ) i 2 I est libre si toute sous-famille �nie est libre.

Ainsi un cas essentiel est: Dans R[x] la famille (x k); k 2 N est libre.

19.1.3 Bases

1. Dé�nition

Une famille (�! u i ) de vecteurs deE est une base si elle est libre et génératrice. Ce qui veut dire:
Tout vecteur �! x de E a une et une seuleécriture en combinaison linéairedes (�! u i ).

2. Exemples

1) E = f
�!
0 g admet pour base la partie vide :; .

2) Une droite vectorielle � admet pour base n'importe quel vecteur non nul de� .

3) Dans E = R3, e.v. sur R : �! {

0

@
1
0
0

1

A ; �! |

0

@
0
1
0

1

A ;
�!
k

0

@
0
0
1

1

A s'appelle "base canonique". Si �! x

0

@
x
y
z

1

A ,

on a �! x = x:�! { + y:�! | + z:
�!
k : Idem avecRn e.v. sur R.

4) Dans E = C, e.v. sur K = R : (1; i ) est une base. (i; 1) en est une autre. (1; j ) en est une
3ème : exercice. [Mais dansE = C, e.v. sur K = C, 1 et i sont liés ! i = i:1 à lire : �! v = �: �! u ]

5) Dans R[x] e.v. sur R, la famille in�nie (1,x,x 2; :::) est une base. Ecriture du polynômeP sur la

famille : P(x) =
X

06 k6 n

P (k) (0)
k!

xk , n > d0(P) : formule de Mac-Laurin pour les polynômes, ch26.

. Car P(x) = a0 + a1:x + ::: + an :xn ; P (k)(x) = k!:ak + x(polynome). P (k) (0) = k!:ak : �ni.

. On généralise avec les ((x-a)k ; k 2 N) autre base : formule de Taylor pour les polynômesch26.

3. Note � Dans R3, on a une base à 3 vecteurs � Dans R[x], une base avec une in�nité de vecteurs

� Et C1 ([a; b]; R) ( C0([a; b]; R) ( F ([a; b]; R) sont de très gros e.v.sur R dont on ne connait pas
de base et contiennent en particulier les fonctions polynômiales R[x] et la famille libre (x 7! xn )n2 N
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19.2 Théorèmes fondamentaux en dimension �nie

19.2.1 Théorème de la dimension

Dé�nition Un espace vectorielE est dit de "dimension �nie" s'il possède une famille génératrice �nie

Théorème

Soit G une famille génératrice �nie et L une famille libre ; alors L est �nie et j L j 6 j G j. D'où :
Si on a une base àn éléments, toute autre base an éléments ; ce nombre commun est appelédim K E

Démonstration
1) =) 2) La déduction : Soit B une base àn éléments etB' une autre base.

Alors B0 (libre) est �nie de cardinal j B0 j6 j B j ; puis on permutte les rôles !

1) En complément (� ) � Par récurrence surp, on montre le :

Lemme (de l'échange) : Si une famille àp vecteurs génère une familleF à p+ 1 vecteurs, alorsF est liée.
� Le casp = 0 : cas où; engendre le vecteur deF ; qui est donc

�!
0 . Toute famille contenant

�!
0 est liée.

� Passage du casp � 1 au casp (les notations étant plus commodes) :
Soit (�! g1 ; �! g2; :::; �! gp) qui génère�! u 1; :::�! u p+1 une famille F de cardinal p + 1 ; montrons queF est liée.
Dans une écriture des�! u k en combinaison linéaire des�! gj , supposons un coe�cient sur �! g1 non nul.
(Si tous les coe�cients sont nuls, (�! g2; �! g3; :::; �! gp) génère tous les�! u k ; l'hypothèse de récurrence donne

�! u 1; :::�! u p liée ; donc�! u 1; :::�! u p+1 liée car une sur-famille d'une famille liée est liée : exercice).
Supposons donc�! u p+1 = � 1:�! g1 + � 2:�! g2 + ::: + � p:�! gp, � 1 6= 0 ; alors, par opérations élémentaites, on arrive

à : �! u 1 � � 1
�! u p+1 ; :::; �! u p � � p

�! u p+1 générés par(�! g2; �! g3; :::; �! gp) ; donc liés par hypothèse de récurrence.
9 � 1; :::; � p non tous nuls : � 1:(�! u 1 � � 1

�! u p+1 ) + ::: + � p:(�! u p � � p
�! u p+1 ) =

�!
0 .

Si � 1 6= 0 (par exemple), �! u 1 est combinaison linéaire de�! u 2; :::�! u p+1 ; ce qui termine le lemme.

� Puis de toute famille de cardinal> j G j +1 , on choisit une sous famille àj G j +1 vecteurs, liée grâce
au lemme. On �nit avec la propriété facile : toute sur-famille d'une famille liée est liée.

Exemples [Bien savoir les encadrés]

1) f
�!
0 g est de dimension 0.

2) Dé�nitions : une droite vectorielle est un e.v. de dimension 1 ; un plan vectoriel de dimension 2.

3) E = Rn est un e.v. surR de dimensionn. Par exempleE = R3.

4) E = R[x] est un R-e.v. de dimension in�nie, de base (1; x; x 2; :::).

5) E = V ect(1; x; :::x n ) noté Rn [x] est un e.v. de dimension �nie :n + 1 .

19.2.2 Théorème de la base incomplète ( ) existence d'une base "en dim.�nie")

On a
1) Si G est génératrice �nie et L libre (donc j L j 6 j G j), alors on peut compléterL par

certains vecteurs deG de façon à obtenir une base deE:
2) En particulier , avecL = ; : De toute famille génératrice �nie, on peut extraire une base.

Démonstration
1) =) 2) est clair (cas particulier).
1) En complément (� ).

Soit (
�!
l1 ; :::;

�!
lp ) libre et (�! g1; �! g2; :::; �! gq) génératrice. Si�! g1 combinaison linéaire de(

�!
l1 ; :::;

�!
lp ), on passe à

�! g2 ; sinon, on remplace(
�!
l1 ; :::;

�!
lp ) par (

�!
l1 ; :::;

�!
lp ; �! g1) libre aussi, aisément. On continue ceci jusqu'à�! gq.

On obtient une famille libre qui génère chaque�! gk ; donc génératrice de tout l'espace : c'est une base.

Exemple : E = C est un R e.v. de base(1; i ) ; donc dimRC=2. (1; j ) est une autre base...

Par contre E = C est un e.v. surK = C de dimension 1 : dimCC = 1 :
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19.3 Conséquences fondamentales

19.3.1 Sur les bases ( E de dim. �nie, i.e. ayant une famille génératrice �nie)

On a : 1) E admet au moins une base et toutes les bases ont même cardinal :dimK E = n:
2) Toute famille libre a au plus n vecteurs et toute famille libre de n vecteurs est une base.
3) Toute famille gén. a au moinsn vecteurs et toute famille gén. den vecteurs est une base.

Démonstration
� 2) b) Soit L libre de cardinal n = dim K E. Pour avoir une base, on peut la compléter (Théorème 2)

forcément par 0 vecteur vu que toutes les bases ontn vecteurs (Théorème 1).

� 3) b) Soit G génératrice den = dim K E vecteurs ; on peut en extraire une base (Théorème 2) forcément
en prenant tous les vecteurs vu que toutes les bases ontn vecteurs (Théorème 1).

19.3.2 Sur les supplémentaires

Soit E de dimensionn. Alors : 1) Tout sous e.v. E1 est de dimension �nie p avec : 0 6 p 6 n.
2) E1 admet au moins un supplémentaire et tout supplémentaire estde dimension : n � p:

Démonstration
� 1) Les familles libres deE1 sont libres deE ; donc ont au plusn vecteurs. Soitp leur nombre maximun

de vecteurs et (
�!
l1 ; :::;

�!
lp ) une famille libre de E1 ; voyons qu'elle est génératrice deE1 : Si �! x 2 E1

on a : (�! x ;
�!
l1 ; :::;

�!
lp ) est liée (par déf. dep). 9� 0; � 1; :::� p non tous nuls : � 0:�! x + ::: + � p:

�!
lp =

�!
0 .

� 0 6= 0 sinon tous les� k nuls ! Alors �! x = �
1
� 0

:(� 1:
�!
l1 + ::: + � p:

�!
lp ). Fini.

� 2) Complétons la famille libre des
�!
lk par certains vecteurs d'une base (�! e1; :::�! en ) de E, de façon à avoir

une nouvelle base deE : (
�!
l1 ; :::

�!
lp ; �! e p+1 ; :::�! en ) par exemple.

Voyons queE2 = V ect(�! e p+1 ; :::�! en ) est un sous e.v. (évident) supplémentairede E1 :

� E = E1 + E2 : comme(
�!
l1 ; :::

�!
lp ; �! e p+1 ; :::�! en ) est génératrice deE , tout vecteur �! x de E a au moins

une écriture en comb. lin. de(
�!
l1 ; :::

�!
lp ; �! e p+1 ; :::�! en ) d'où au moins une écriture�! x = �! x1 + �! x2; �! xk 2 Ek .

� Somme directe : Soit�! x 2 E1 \ E2. Alors �! x = � 1:
�!
l1 + ::: + � p:

�!
lp = � p+1 :�! e p+1 + ::: + � n :�! en ; donc :

�!
0 = � 1:

�!
l1 + ::: + � p:

�!
lp � � p+1 :�! e p+1 � ::: � � n :�! en : (

�!
l1 ; :::

�!
lp ; �! e p+1 ; :::�! en ) libre ) � k = 0 : �! x =

�!
0 .

Mais à ce stade, il reste une question: on a trouvé un supplémentaireE2 de dimensionn � p.

Un autre supplémentaireE 0
2 aurait-il la même dimension ? Oui : ceci résulte de la propriété :

Avec dim(E1) dim(E2) �nies (pas forcément E) on a : dim(E1 + E2) 6 dim(E1)+ dim ( E2).
Et : Si E1 et E2 sont de plus en somme directe, alors : dim(E1 � E2)=dim( E1)+dim( E2).

Car avec elle : ayant E1 � E2 = E1 � E 0
2 (= E ici) et dimensions �nies ; on a : dim(E2)=dim( E 0

2).

Maintenant montrons la propriété :
� En juxtaposant une base (�! u 1; :::�! u p) de E1 et (�! v 1; :::�! v q) de E2, on a une famille génératricede

E1 + E2. Donc dim(E1 + E2) 6 p + q. (Attention : on n'a pas dit ici que E1 + E2 était égal à E.)
� Dans le cas particulier de la somme directeen juxtaposant une base (�! u 1; :::�! u p) de E1 et (�! v 1; :::�! v q)

de E2, on a une base deE1 � E2. "Libres" : si � 1:�! u 1 + :::� p:�! u p + � 1:�! v 1 + ::: + � q:�! v q =
�!
0 , alors

� 1:�! u 1 + :::� p:�! u p =
�!
t = � [� 1:�! v 1 + ::: + � q:�! v q] 2 E1 \ E2. "En somme directe" donne

�!
t =

�!
0 ;

puis (�! u i ) libres (�! v j ) libres donne : tous les coe�cients nuls ; lesp + q vecteurs forment une base.

Note 2 sous e.v. ensomme directe non supplémentaires ? 2 droites vectorielles distinctes deR3 !

19.3.3 Des remarques

1) Si E1 est un sous e.v. deE et dim(E1)=dim( E) �nie , alors E = E1:

Non vrai, en dimension in�nie : E1 = V ect(1,x2,x4,x6; :::) ( E = R[x] en est un contre-exemple.
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Preuve en dim. �nie : Une baseB1 de E1 est une partie libre deE de cardinal dim(E1)=dim( E)
�nie, donc une base deE, d'après une "conséquence fondamentale". DoncE � V ect(B1) = E1.

2) Les sous e.v. deE = R3 sont selon la dimension f
�!
0 g, les droites vectorielles, les plans vectoriels

et R3 en entier. (Et bien sûr : R3 = R3 � f
�!
0 g = f

�!
0 g � R3). [Clair avec 1).]

3) La dernière propriété vue se généralise [on ne le démontrepas. cf Exercices (*)] :

Dans un e.v.E de dimension quelconque siE1; E2 sont des sous e.v. de dim. �nie,
E1 + E2 aussi et dim(E1 + E2) = dim(E1) + dim( E2) � dim(E1 \ E2) : Formule de Grassman.

Qui contient : dim( E1 + E2) 6 dim(E1)+ dim ( E2) et dim(E1 � E2) = dim( E1)+dim( E2).

4) En dim. in�nie mais avec une base: R[x] = V ect(xn ; n 2 N) = V ect(x2p; p 2 N) � V ect(x2p+1 ; p 2 N).

19.4 Utilisation

19.4.1 Exemple dans R4 muni de la base canonique

Soit U = f

0

B
B
@

x
y
z
t

1

C
C
A : x � 2y + z = 0 g; V = f

0

B
B
@

x
y
z
t

1

C
C
A :

�
x � 2y + z = 0

x � y + z � t = 0

�
g ; W = V ect(

�!
k

0

B
B
@

0
0
1
0

1

C
C
A ;

�!
l

0

B
B
@

0
0
0
1

1

C
C
A ).

Questions: U sous e.v. ? dim(U) ? et V ? V et W supplémentaires ? Solution:

1) Au lieu de : "U sous e.v. par caractérisation" écrivons:

0

B
B
@

x
y
z
t

1

C
C
A 2 U ,

0

B
B
@

x = 2 y � z
y arb
z arb
t arb

1

C
C
A = y:�! � + z:

�!
� + t:

�!
l

(notations claires) doncU = V ect(�! � ;
�!
� ;

�!
l ) sous e.v. et on a (aussi) une famille gén. à 3 vecteurs !

Puis y:�! � + z:
�!
� + t:

�!
l =

�!
0 ) 2y � z = 0 ; y = 0 ; z = 0 ; t = 0 : libre ; donc base deU ; dim(U) = 3 .

2) De manière analogue, avec les éq.L 1; L 2 � L 1 (pivot de Gauss), trouver :

... V = V ect(
�!
� ; �! � +

�!
l ) sous e.v. et ces 2 vecteurs(

�!
� ; �! � +

�!
l ) non colinéaires : doncdim(V ) = 2 .

3) En�n, si �! u = a:
�!
� + b:(�! � +

�!
l ) = c:

�!
k + d:

�!
l 2 V \ W , on résout a:

�!
� + b:(�! � +

�!
l ) � c:

�!
k � d:

�!
l =

�!
0

... et on trouve : �! u =
�!
0 . Donc on a V � W ; ce sous espace est de dim. 2+2. ForcémentV � W = R4.

19.4.2 Démonstration du Th. sur les suites : un+2 = a:un+1 + b:un ; a 2 C; b2 C� (R0)

En complément , avec le langage des espaces vectoriels. En 4 étapes :

1) On sait (ou on voit) que E = F (N; C), ensemble des suites à termes complexes, est unC e.v. On
véri�e aisément que E1 ensemble des suites à termes complexes véri�ant(R0) est un sous e. v. deE.

2) De dimension 2 (en exhibant une base): Soit (� n ) véri�ant R0 de conditions initiales � 0 = 1 ; � 1 = 0 ;
(� n ) de conditions initiales � 0 = 0 ; � 1 = 1 . Alors, si (un ) véri�ant R0, on a d'une et d'une seule façon :
(un ) = u0:(� n ) + u1:(� n ). (Unicité facile. Existence : bien comprendre l'indice 2 avec R0 ...)

3) On cherche une autre base plus commodeavec les suites faciles du type(r n ) véri�ant R0, r 6= 0 : on
tombe exactement sur : r 2 = a:r + b; d'où si a2+4 :b 6= 0 , on a deux suites r n

1 ; r n
2 non proportionnelles

véri�ant R0 : une (autre) base deE1. Une suite (un ) véri�ant R0 s'écrit donc (un ) = �: (r n
1 ) + �: (r n

2 ):

4) Dans le cas oùa2 + 4 :b = 0 en terme d'espace vectoriel, on a un "vecteur" (commode) nonnul de E1,
c'est-à-dire la suite géométrique (xn ) = ( r n

0 ), mais notre espace est de dimension 2. Heureusement,
on constate que la suite(yn ) = ( n:r n

0 ) véri�e R0 et n'est pas proportionnelle avec (xn ) [à bien voir :
y0 = 0; y1 = 1 :r0; y2 = 2 :r 2

0; :::] donc autre base et (un ) = �: (r n
0 ) + �: (n:r n

0 ) dans ce cas-là. Fini.

Exemples Suites : un+2 = 2un+1 � un ? Puis : un+2 = 2 :un+1 � un + 4 ? [dn = un+1 � un .]
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M+ Exercices : Espaces vectoriels de dimension �nie PTSI

1. Soit : J; I deux ensembles d'indices. [On peut les supposer �nis en 1ère lecture.]
(�! u i ) i 2 J est dite sous-famille de (�! u i ) i 2 I si J � I ; celle-ci étant une sur-famille de (�! u i ) i 2 J .

(a) Que dire d'une sur-famille d'une famille génératrice ? Puis montrer :

(b) Qu'une sous-famille d'une famille libre est libre [ou une sur-famille d'une famille liée est liée].

2. Dans E = R3 [dim3] : soit �! a

0

@
a
0
0

1

A ,
�!
b

0

@
�
b
0

1

A , �! c

0

@



 0

c

1

A ;
�!
d

0

@
1
2
3

1

A ; �! e

0

@
4
5
6

1

A ;
�!
f

0

@
7
8
m

1

A :

(a) Les vecteurs�! a ;
�!
b ;�! c ;

�!
d sont-ils libres ? Et �! e ;

�!
f ? Et

�!
d ; �! e ;

�!
f ? (selonm).

(b) Les vecteurs�! e ;
�!
f sont-ils générateurs (deR3) ? Et

�!
d ; �! e ;

�!
f ? (cas m = 9 ; m 6= 9).

(c) Véri�er que : �! a ;
�!
b ;�! c libres , a:b:c6= 0 : [Commencer par ( ; puis ) (*).]

3. Dans l'espace vectorielE = R[x] [dim + 1 ] (des polynômes identi�és aux fonctions polynômes)

(a) L'ensemble des polynômes de degré exactement 2est-il un sous e.v. ? [non ! pourquoi ?]

(b) Comment sait-on de suiteque Rn [x], ensemble des polynômes de degré au plusn 2 N, est un
sous e.v. ? [En écrivant : Rn [x] = V ect(1; x; x 2; :::; xn ) ! ] Base et dimension ?

Si a 2 R, justi�er que ( (x � a)k ; 0 6 k 6 n) est une autre base. [Libre de cardinal :n + 1 ].

(c) Dans R[x], montrer que des polynômesP0; P1; :::Pn non nuls de degrés distincts sont libres.

(d) Dans R[x], soit les polynômes : Q0(x) = 1 ; Q1(x) = x; :::; Qn (x) = x(x � 1):::(x � n + 1) ; :::
[Rappel : un produit vide vaut 1]. Montrer qu'ils constituent une base in�nie de R[x].
Véri�er que Qn (x + 1) � Qn (x) = n:Qn� 1(x). [" �( Qn )(x) = n:Qn� 1(x) dérivation discrète"]

4. Soit E = C1 (R; R) l'e.v. connu (sur R).

(a) Véri�er que la famille ( 1; sin; cos; sin2; cos2) n'est pas libre [une relation de liaison].

(b) Montrer que la famille : (1; sin; cos; x 7! sin (2x); x 7! cos(2x)) est libre. On écrira :
a:1 + b:cos(x) + c:sin(x) + d:cos(2x) + e:sin(2x) = O ; prendre x = 0 ; �= 2; �; � �= 2;
puis dériver et idem ... jusqu'à trouver tous les coe�cients nuls.

(c) (* Hors "sup" mais facile.) Montrer que la famille (in�ni e) x 7! e�:x ; � 2 R, est libre.
[Limite en 1 ; ou bien dériver et récurrence ; ou changerx en x + 1 et récurrence].

5. Si E1; E2 sous e.v. en somme directe, montrer que :dim(E1 � E2) = dim(E1) + dim(E2) puis :

Si E e.v. de dimension �nie : E = E1 � E2 () E1 \ E2 = f
�!
0 g et dim(E) = dim(E1) + dim(E2)

6. Formule de Grassman dim(E1 + E2) < + 1 , dim(E1 + E2) = dim(E1) + dim(E2) � dim(E1 \ E2)

(a) Utilisation . dim(E) < + 1 : E = E1 � E2 () E1 + E2 = E et dim(E) = dim(E1) + dim(E2)

(b) Démonstration : (*) Véri�er que dim(E1 \ E2) = r 6 min (p; q), p = dim(E1); q = dim(E2).
Soit �! e1; :::�! er une base deE1 \ E2, complétée par�! a r +1 ; :::; �! ap pour avoir une base deE1 et par

par
�!
b r +1 ; :::;

�!
bq pour avoir une base deE2 ; ce qui fait r + p � r + q � r = p + q � r vecteurs

clairement générateurs deE1 + E2. Montrer qu'ils sont libres. [si
�!
0 = � i;j;k 
 i

�! ei + � j :
�! aj + � k :

�!
bk ,

alors : � i;j 
 i
�! ei + � j :�! aj = �! x = � � k � k :

�!
bk 2 E1 \ E2 ; donc : �! x = � i � i :

�! ei . etc.]



Chapitre 20

Les applications linéaires : généralités

20.1 Notions fondamentales

20.1.1 Dé�nitions

Soit E et F deux e.v. surK. f : E ! F est linéaire si
�

8�! u ; �! v 2 E : f (�! u + �! v ) = f (�! u ) + f (�! v )
8� 2 K; 8�! u 2 E : f (�: �! u ) = �:f (�! u ):

Aux ch.20-23, on ne parle que d'application linéaire ; on note doncf [et non
�!
f comme au ch. 17].

Remarques 1) On peut condenser ainsi : 8� 2 K; 8�! u ; �! v 2 E; f (�: �! u + �! v ) = �:f (�! u ) + f (�! v ).

2) Une application linéaire pourrait être appelée :
� un "homomorphisme" d'espaces vectoriels: terme non employé. Mais on dit
� "endomorphisme" (sous entendu d'e.v.) sif linéaire de E dans E ;
� "isomorphisme" si application linéaire bijective de E dans F ;
� et "automorphisme" si f endomorphisme bijectif.

20.1.2 Propriétés

On a : 1) f (
�!
0E ) =

�!
0F et f (� �! x ) = � f (�! x )

2) De plus ici : f (E ) [ou Im (f )] est un sous e.v. deF et f surjective , f (E ) = F
3) Ker (f ) = f �! x 2 E : f (�! x ) =

�!
0F g est un sous e.v. deE et f injective , Ker (f ) = f

�!
0E g.

� 1) Démonstration facile.
� 2) L'équivalence est évidente. Pourf (E) sous e.v. deF : avec une caractérisation (des sous-e.v.)

Déjà
�!
0F = f (

�!
0E ) 2 f (E). Puis : si �! y 1 2 f (E), �! y 2 2 f (E) alors 9 �! x1; �! x2 2 E : �! y 1 = f (�! x 1);

�! y 2 = f (�! x 2). D'où : (avec la linéarité) : �! y 1 + �! y 2 = f (�! x 1) + f (�! x 2) = f (�! x 1 + �! x 2) 2 f (E).
Loi externe : si �! y 2 f (E), 9�! x 2 E tel que �! y = f (�! x ) ; d'où �: �! y = �:f (�! x ) = f (�: �! x ) 2 f (E).

� 3) Ker (f )1 sous-e.v. avec une caractérisation. Déjà
�!
0E 2 Ker (f ). Puis si f (�! x1) =

�!
0F ; f (�! x2) =

�!
0F

alors f (�! x1 + �! x2) =
�!
0F . En�n, la loi externe : ayant f (�! x ) =

�!
0F , on a : f (�: �! x ) = �:f (�! x ) = �:

�!
0F =

�!
0F .

L'équivalence : Si f est injective, forcémentKer (f ) sous e.v. des antécédants de
�!
0F est réduit à

�!
0E .

Inversement sif (�! x1) = f (�! x2), f (�! x1 � �! x2) =
�!
0F (avec la lin.) et Ker (f ) = f

�!
0E g donne : �! x1 = �! x2. Fini.

20.1.3 Exemples

1. Soir E = R e.v. sur K = R. Les applications linéaires deR dans R sont y = f (x) = a:x:

En e�et f (x) = a:x convient. Inversement sif linéaire : f (x) = f (x:1) = x:f (1) = x:a forcément.

2. Les applications deE = Rp dans F = Rn (en dim. �nie) s'écrivant Y = A:X , A étant une matrice
sont linéaires car : A:(X 1 + X 2) = A:X 1 + A:X 2 et A:(�:X ) = �:A:X (véri�cation laissée).

1 En allemand, "Kern" veut dire "noyau" (coeur ?) Voir aussi en breton : "Keranna" (Ker Anna) ...

133
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Inversement on montrera qu'il n'y en a pas d'autres (en dim �nie, aux ch. suivants). Donc :
Les applications linéaires deE = Rp dans F = Rn sont celles s'écrivant Y = A:X; A matrice.

3. Soit E un e.v. de dimension quelconque; hk : �! x 2 E 7�! k:�! x 2 E est linéaire (endomorphisme).

Pour k 6= 0 , elle est bijective (automorphisme), appelée homothétie vectorielle de rapport k (on ne

parle pas de point ici ; ni de "centre" ; maisf (
�!
0 ) =

�!
0 ). Bien sûr : h� 1

k = h1=k.

A noter que : hk = k:Id et 8f endomorphisme : foh k = hkof . [car f (k�! x ) = k:f (�! x )].

4. Soit E = R[x] e.v. de dim in�nie sur R ; D : ' 2 E 7�! ' 0 2 E [Dérivation]. D est linéaire ; c'est un
endomorphisme surjectif ; non injectif,KerD = R0[x] sous e.v. de dim. 1 des applic. constantes.
surjectif car si  2 E , on lui trouve un antécédant dansE : une primitive polynômiale aisément.

Remarques facultatives
1) Si on prend la dérivation deE = C1(R+ ; R) dans F = C0(R+ ; R) : ce n'est qu'une Appl. Lin.,
non endom. ; surjective car toute fonctionC0 admet des primitives, forcément C1 ; non injective.

2) Un exemple d'endomorphisme injectif non surjectif ? P(x) 2 R[x] 7! x:P (x) 2 R[x] : à voir.

5. Soit l'intégration I : ' 2 E = C0([a; b]; R) 7!
Z b

a
' (x):dx 2 R: I est linéaire.

Dé�nition Une application linéaire deE dans K est appelée "forme" linéaire (sur E).

Autre exemple facultatif : ' 2 R[x] 7! ' (2) (x0) 2 R, x0 2 R; �xé.

6. Soit E = C ; et la conjugaison f : z 2 C 7! z 2 C. f est-elle linéaire ?
On sait que : z + z0 = z + z0. Et �:z = �: z : vrai si � 2 R.

Donc
�

pour E e.v. sur R, f est linéaire ; mais par contre :
pour E e.v. sur C, f est "semi-linéaire" (non linéaire).

20.1.4 Opérations sur les applications linéaires

1. Somme et Multiplication par une constante.
� Si f , g linéaires deE dans F , f + g aussi ; �:f aussi ;O application nulle E ! F aussi. (Facile)
� Conséquence :
Pour A 6= ; et F étant un e.v., il est facile de voir queF (A; F ) est un e.v. surK. Ce qui précède
montre que L (E; F ), ensemble des applications linéaires deE dansF , est un sous e.v. deF (E; F ):
Résumé E est un 1er e.v. ; F est un 2ème e.v. ; L (E; F ) en est un (3ème) e.v.

(mieux compris aux ch. suivants, quandE et F seront de dim. �nies p et n).
2. Composition.

� De même f : E ! F ; g : F ! G linéaires ) gof linéaire (facile).
� Conséquence :L (E) étant l'ensemble des endomorphismes deE dans E,
on obtient : (L (E); + ; o) est un anneau ; celui-ci est non commutatif sidim(E) > 2:

En e�et : "Anneau" signi�e 2 opérations internes (ici + et o) reliées t elles que
1) Pour +, avoir un groupe abélien ; c'est le cas carL (E; F ) est un e.v.
2) Puis la composition o est interne, associative ; et neutreId : �! x 7! �! x .
3) Lien entre les lois :(f + g)oh = ( foh ) + ( goh) est toujours vrai.

Il reste en�n : fo (g + h) = ( fog) + foh ) ? Celà vient du fait que f est linéaire :

fo (g + h)( �! x ) = f [g(�! x ) + h(�! x )] = f (�! u + �! v ) = f (�! u ) + f (�! v ) = fog(�! x ) + foh (�! x ).

Non commutatif dans E = R2 Soit f :
�

x
y

�
7�!

�
x

� y

�
[la symétrie/ V ect(�! { )==V ect(�! | )] et

g :
�

x
y

�
7�!

�
y
x

�
[symétrie /V ect

�
1
1

�
==V ect

�
1

� 1

�
]. f et g sont linéaires (matrices) (même bij. :

automorphismes) maisgof 6= fog calcul ! [En baseo.normée gof; fog :
1
4

tours vectoriels !]
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20.2 Du vocabulaire sur groupes et anneaux :

20.2.1 Groupes (généraux)

Soit G 6= ; muni d'une opération interne notée � , c'est-à-dire x 2 G; y 2 G =) x � y 2 G :
(on dit "loi de composition interne " : l.c.i. car au départ, c'était la composition), est un groupe si

1) � est associative (x � y) � z = x � (y � z);
2) possède un neutree : e � x = x � e = x;

3) et si chaque élément a un symétrique :x � x0 = x0 � x = e.
En�n, si de plus � est commutative, on dit groupe commutatif ou abélien.

Propriétés

1) Pour une loi interne, s'il y a un neutre, il est unique.
2) Si la loi est associative et six a un symétrique (ou inverse), il est unique.

3) Le symétrique de x � y est (x � y)� 1 = y� 1 � x � 1. En�n dans un groupe :
4) tout élément est simpli�able ["régulier"] à gauche a � x = a � y ) x = y ; et à droite

Démonstration
1) e � e0 = e ou e0. ( et e indépendant dex)
2) x0 � x � x" = x0 ou x" en associant. Dorénavant notéx � 1

3) Si u = x � y, résoudreu � z = e, trouver z = y� 1 � x � 1 et véri�er que z � u = e.
4) "Composer" à gauche para� 1. C'est surtout cette simpli�cation qui est importante .

Des exemples

1. (Z; +) est un groupe abélien (in�ni).

2. (U; �) [ensemble des complexes de module 1] est un groupe abélien (in�ni).

(Un ; �) est un groupe cyclique àn éléments. Un = f 1; !; ! 2:::! n� 1g = f z 2 C : zn = 1g:

3. (Q; +) ( R; +) ( C; +) ( R� ;.) (R+ � ,.) (C� ;.) ... sont des groupes abéliens.

4. L'ensemble des homothéties-translations du plan a�ne muni de la composition, noté(HT ; o), est
un groupe in�ni, non abélien. [o interne (vu) associative (connu) Neutre :Id P et inverses connues]

5.
L'ensemble des bijections deE 6= ; dans E est un groupe pouro, appélé groupe symétrique,

noté SE . Ses éléments sont appelés permutations. Et on sait :j E j= n =)j SE j= n!

Note
Quand E = f 1; 2; :::; ng, on note SE = Sn . Par exemple les 6 éléments deS3 sont : Id ; (1 2) qui

est la transposition

8
<

:

1 7! 2
2 7! 1
3 7! 3

, (1 3), (2 3) de même ; (1 2 3) qui est le cycle

8
<

:

1 7! 2
2 7! 3
3 7! 1

, et le cycle

inverse (1 3 2)=(1 2 3)� 1. On peut voir géométriquement ce groupe comme le groupe des isométries
planesconservant un triangle équilatéral de sommet 1,2,3. (transposition=sym ? / droite)

Un groupe �ni non abélien ? Justement(S3; o) car (1 2)o(1 3)=(1 3 2) 6= (1 3)o(1 2)=(1 2 3).

6. Quand E est un e.v., on a déjà : (E; +) groupe abélien. (neutre noté
�!
0 )

Homomorphismes degroupes . f : (G; � ) 7! (G0; �) où � et � sont deux opération de groupes,

est un homomorphisme de groupes sif (x � y) = f (x) � f (y). Im (f ) est un sous-groupe deG0.

Ker (f ) = f x 2 G : f (x) = e0g est un sous-gr. deG et : f inj. () Ker (f ) = f eg.

Exemples. 1) x 7! ex est un isomorphisme de groupes de(R; +) dans (R+ � ; �) d'inverse ln .

2) n 2 (Z; +) 7! 2n 2 (Q+ � ; �) est un homomorphisme inj., non surjectif : 3 sans antécédant.

3) � 7! ei:� est un homomorphisme surjectif de(R; +) dans (U; �) ; non injectif, de noyau 2� Z.
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20.2.2 Anneaux (généraux) : 2 lois internes reliées entre elles

1. Dé�nition 2
(A; + ; �) est un anneau si : 1)(A; +) est un groupe abélien : neutre noté 0 ;

2) � [interne] est associative et possède un neutre noté 1 ; et en�n
3) � distributive/+ à droite et à gauchea � (b+ c) = ab+ ac; (a + b) � c = ac+ bc

2. Exemples

1) (Z; + ; �) est un anneau commutatif (pour �) 2) R[x], C[x], Q[x] anneaux de polynômes

3) Un anneau non commutatif ? (L (E); + ; o), qui sera revu et mieux compris avec les matrices.3

3. Propriétés

Dans tout anneau, on a : 0 � x = x � 0 = 0 où 0 est le neutre de+
(� x) � y = x � (� y) = � (x � y), où � x désigne le symétrique dex pour +

(� x) � (� y) = x � y ; et deux relations essentielles,si a et b commutent :

(a + b)n =
nX

k=0

Ck
n an� kbk ; an � bn = ( a � b)(

n� 1X

k=0

an� 1� kbk ) = (
n� 1X

k=0

an� 1� kbk):(a � b)

Démonstration
1) (0 + a):x = a:x d'où 0:x + a:x = 0 + a:x donc en simpli�ant pour + : 0:x = 0 ; idem x:0 = 0:
2) [x + ( � x)]:y = 0 d'où x:y + ( � x):y = x:y + [ � (x:y)] simpli�er pour + ; idem x:(� y) = � (x:y)
3) x:y et (� x):(� y) tous deux symétriques pour + de(� x):y : donc égaux. Puis attention !
4) Egalités. Si a:b6= ba, (a+ b)2 = ( a+ b):(a+ b) = a2+ a:b+ b:a+ b2 ; (a+ b):(a� b) = a2� a:b+ b:a� b2 !

Si a:b= b:a, on a les relations usuelles. Dont ce rappel : (a3 � b3) = ( a � b):(a2 + a:b+ b2).

Exemples importants b = 1 , neutre pour la deuxième loi, commute avec tout élément. D'où :

(1 + a)n =
nX

k=0

�
n
k

�
ak ; 1 � an = (1 � a)(

n� 1X

k=0

ak ) = (
n� 1X

k=0

ak):(1 � a).
�

Et, dans ce contexte,
a0 = 1 , même sia = 0 :

20.2.3 Remarques qui seront revues

1. On a donc un anneau non commutatif (L (E); + ; o).
En dimension �nies, cela signi�e qu'on peut trouver 2 matrices carréesA; B avec : A:B 6= B:A .

2. On verra qu'il est aussi "non intègre" :

En dimension �nies, on pourra trouver 2 matrices carrées :A 6= O; B 6= O avec : A:B = O.
(Dans ce cas, on dit queA et B sont des "diviseurs de O" ).

Attention : Si A:U = A:V ou A(U� V ) = O même siA 6= O, on ne peut donc pas dire queU = V

Par contre (Z; + ; �) est intègre. IdemR[x], C[x], Q[x] intègres. [Tous avec division euclidienne !]

3. On trouvera même des matrices carrées "nilpotentes": A 6= O et Ap = O, pour un certain p > 1.

4. Un corpsest un anneau tel que tout élément autre que0 (neutre de +) est inversible : R; C; Q...

5. L (E) est à la fois un anneau (pour+ ; o) et un e.v. (pour + ; :) avec �: (gof ) = ( �:g )of = go(�:f ) :

on dit "algèbre" ( R[x], C[x] aussi). ["Al Djabr", mot de Al Kharezmi, d'où provient "algo rithme".]

2 C.A.N.S.A.D. et N. (C.A.N.S. pour + ) A. et N. (pour �) D.(lien �=+ ). En espagnol, descansarse =
se reposer ; ici c'est le contraire et c'est un impératif ! (l' ancienne dé�nition était seulement : CANSAD !)

3 Remarque facultative : (F (R; R); + ; o) ? non anneau car : fo (g + h) = fog + goh est faux parfois !
Ainsi : sin (x2 + x3) 6= sin (x2) + sin (x3).
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20.3 Projections et symétries vectorielles en dimension qu elconque

Ce sont des exemples essentiels d'endomorphismes. Au départ sont donnés 2 sous e.v. supplémentaires.

20.3.1 Projections vectorielles

1. Dé�nition

Soit donnés 2 sous e.v. supplémentairesE = E1 � E2. L'application
p : �! x = �! x1 + �! x2 2 E = E1 � E2 7�! �! x1 2 E est linéaire (endomorphisme), appelée
projection vectorielle sur E1 parallèlement àE2 ; on a E1 = Im (p); E2 = Ker (p):
De mêmeq : �! x 7�! �! x2 est appelée proj. surE2 parallèmement àE1 et p + q = Id .

Démonstration
La linéarité de p est facile à véri�er. Et 8�! x 2 E; �! x = p(�! x ) + q(�! x ) ou Id = p + q; q = Id � p:

Cas particulier :

Si on prend E = E � f
�!
0 g : p = Id ; q = O (endomorphisme nul) qui sont donc des projecteurs.

2. Remarque essentielle : Sous e.v. des vecteurs invariants pourf endomorphisme.

1) Soit f 2 L (E) (endomorphisme, i.e. linéaire deE dans E) ;

on peut considérer f �! x : f (�! x ) = �! x g qui est l'ensemble des vecteurs invariants ; c'est aussi

f �! x : f (�! x ) � �! x =
�!
0 g ou f �! x : (f � Id )( �! x ) =

�!
0 g ou Ker (f � Id ) sous e.v. des vecteurs invariants.

De plus (aisé) ce sous e.v. est inclusdans Im (f ). [Inclusion stricte possiblef = 2 :Id sur R2.]

2) Pour un projecteur : Im (p) = Ker (p � Id ): [Réciproque vraie : alorspop= p et Théorème.]

3) Exercice : Plus généralement, pour f 2 L (E) on peut considérerf �! x : f (�! x ) = �: �! x g:
Voir que c'est Ker (f � �:Id ), donc sous e.v. Et si� 6= 0 il est aussi inclus dansIm (f ).

3. Le théorème fondamental .

Rappel : Soit p la projection vectorielle sur E1 parallèlement àE2, donc E = E1 � E2

Alors : E1 = Im (p) = Ker (p � Id ) ; E2 = Ker (p) ; de plus : pop= p:
Réciproque: ll est surtout remarquable qu'on ait le Théorème fondamental (réciproque) :

(f 2 L (E) et fof = f ) =) f projecteur sur Ker (f � Id ) // Ker (f ).

Démonstration
de pop= p ou de pop(�! x ) = p(�! x ), si p projection : p(�! x ) dans l'image donc, ici, invariant.

Démonstration du Théorème réciproque(*) [par analyse-synthèse]

1) Ker (f � Id ) et Ker (f ) sont des sous e.v. Il faut voir ici qu'ils sont supplémentaires.

C'est-à-dire, pour �! x 2 E, trouver une et une seule écriture surKer (f � Id ) + Ker (f ).

� Analyse et unicité :

Si on a une écriture�! x = �! x1 + �! x2 (1), forcément f (�! x ) = �! x1 +
�!
0 (2) car on veut

�
f (�! x1) = �! x1

f (�! x2) =
�!
0

.

Donc si on a une écriture , ce ne peut être que celle-ci :�! x1 = f (�! x ); �! x2 = �! x � f (�! x ):

A ce stade, l'unicité est prouvée ou encore :Ker (f � Id ) + Ker (f ) = Ker (f � Id ) � Ker (f ).
On ne sait pas si ce sous espace vautE en entier, mais on a donc une idée précise !
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� Synthèse et existence:

Pour �! x 2 E, posons donc : �! x1 = f (�! x ); �! x2 = �! x � f (�! x ). Véri�ons que

8
<

:

�! x = �! x1 + �! x2
�! x1 2 Ker (f � Id )

�! x2 2 Ker (f ):
Première ligne : clair. Les autres : utiliser l'hypothèse enplus : fof = f !

2) Ayant prouvé : E = Ker (f � Id ) � Ker (f ); si �! x = �! x1 + �! x2, aisément f (�! x ) = �! x1: Fini.

4. Autres remarques :

1) On montre que L (E) non intègre sidim(E) > 2 : Dans E = R2, si E1 = V ect(�! { ) 6= f
�!
0 g

et E2 = V ect(�! | ) 6= f
�!
0 g soit p la projection sur E1 parallèlement àE2 ;

alors : p 6= O ; q = Id � p 6= O, poq= O. (Ici poq= qop= O commutent !)

[Noter au passage, pourf Appl. Lin. quelconque : Ker (f ) = Ker (� f ), Im (� f ) = Im (f )].

2) Soit f 2 L (E; F ) : Ker (f ) et Im (f ) supplémentaires ?

� Si f : E ! F , avecF 6= E , question insensée ! Car Ker (f ) � E; Im (f ) � F .

� Si F = E, f endomorphisme, c'est parfois vrai, parfois faux! cf. Exercices.

� Pour p projecteur, c'est vrai. Et aussi si f bij. : Ker (f ) = f
�!
0 g; Im (f ) = E. (f = 2 :Id sur R2).

3) Pour un projecteur, en posant p2 = pop, on a p2 � p = O ; ou p(p � Id ) = O = ( p � Id )p.

x2� x=x(x � 1)=(x � 1)x est dit polynôme annulateur de p. [Spé]

20.3.2 Symétries vectorielles

1. Dé�nition

Soit donnés 2 sous e.v. supplémentairesE = E1 � E2 . L'application
s : �! x = �! x1 + �! x2 2 E 7�! �! x1 � �! x2 2 E est linéaire bijective (automorphisme) appelée
sym. vect. par rapport à E1 parall. à E2: Et : E1 = Ker (s � Id ); E2 = Ker (s + Id ).
De mêmes0 : �! x = �! x1 + �! x2 7�! �! x2 � �! x1 appelée sym. par rapport àE2 parall. à E1.

Démonstration s = p � q : linéaire ! sos= Id : bijective donc Ker (s) = f
�!
0 g, Im (s) = E.

Puis �! x 2 Ker (s � Id ) , s(�! x ) = �! x , �! x = �! x1 2 E1. Idem pour E2.

Avec p, on a tout q = Id � p; s+ Id = 2p ou s(�! u ) + �! u = 2p(�! u ) ; s0 = � s ; �! u � s(�! u ) = 2 q(�! u ).

Cas particulier :

Si on prend E = E � f
�!
0 g. Ici : s = Id ; s0 = � Id qui sont donc des symétries vectorielles.

2. Le théorème réciproque. (f 2 L (E) et fof = Id ) =) f sym. / Ker (f � Id ) // Ker (f + Id ).

Démonstration (*)
Soit on fait l'analogue de la précédente. Soit on s'y ramène avec : s + Id = 2p.

Considérer alors : p = 1=2(f + Id ) et véri�er : pop= p ... En exercice.

3. Remarque: Plus généralement, toujours siE = E1 � E2

f k : �! x = �! x1 + �! x2 2 E 7! �! x1 + k:�! x2 2 E est linéaire, bijective sik 6= 0 (automorphisme f � 1
k = f 1

k
)

appeléedilatation vectorielle de baseE1, de direction E2, de rapport k. Dessin ?
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20.4 Le groupe linéaire

20.4.1 Dé�nitions

Rappelons qu'on a 3 opérationsdans L (E) : + ,o, � (externe) ; et o est non commutative si dimE > 2.

f 2 L (E) (linéaire de E ! E) est dite inversible si
�

(1) : f bijective
(2) : f � 1linéaire

Mais : (1) ) (2) (aisé).

Donc :
L'ensemble des end. bijectifs (automorphismes) deE constitue un groupe pouro, appelé

groupe linéaire (non abélien sidim(E) > 2), noté GL(E) ; si E = Kn on le note GLn (K):

20.4.2 Exemples

1. hk : �! x 7�! k:�! x pour k 6= 0 , homothétie vectorielle, est dansGL(E) (bijective).
D'ailleurs le neutre de GL(E) est : Id = h1 !

2. Soit s la symétrie /E1 // E2, ce qui supposeE = E1 � E2. Alors s 2 GL(E) et s� 1 = s.

3. Par contre si E2 6= f
�!
0 g, p projection sur E1 // à E2 est non inversible [Ker (p) = E2 6= f

�!
0 g].

20.4.3 Trois exercices corrigés

1. Soit f : R2 ! R2 tel que �! u
�

x
y

�
7! f (�! u ) =

�
x0 = x + y

y0 = � x � m:y

�
: f endomorphisme ?f bijectif ?

Admettons ici (ch. suivant) :
Si f Appl. lin. E ! F avec dim(E) = dim(F ) �nie : f injective , f surjective , f bijective.

Corrigé

f endomorphisme.f va de R2 dans R2 ; linéaire par écriture matricielle
�

x0

y0

�
=

�
1 1

� 1 � m

�
:
�

x
y

�

f injective ? Pour trouver Ker (f ), on résout :
�

x0 = 0
y0 = 0

ou
�

x + y = 0
� x � m:y = 0

. Par exemple

avec les déterminants 2x2 :
� Si m 6= 1 on a Ker (f ) = f

�!
0 g donc f injective ; d'où bijective par Théorème, cardim(R2) �nie.

� Si m = 1 Ker (f ) = f �! u
�

x
y

�
: x + y = 0g : droite vectorielle V ect

�
1

� 1

�
= V ect(�! { � �! | ) de R2.

Pour A =
�

1 1
� 1 � 1

�
, et �! { =

�
1
0

�
, �! | =

�
0
1

�
, par calcul si l'on veut : f (�! { ) = �! { � �! | = f (�! | ) :

Donc Im (f ) = f f (�! x ); �! x 2 Eg = f x:f (�! { )+ y:f (�! | ); x; y 2 Rg = V ect
�
f (�! { ); f (�! | )

�
= Ker (f ) !

Ici Im (f ) � Ker (f ) : 8�! x ; f [f (�! x )] =
�!
0 , fof = O et f 6= O : C'est un cas où f est nil-potent.

C'est aussi un cas oùKer (f ) et Im (f ) ne sont pas en somme directe donc non supplémentaires.

2. Soit : f 2 L (E), dim(E) quelconque, tel que f 2 + f � 3:Id = 0 (par exemple).

Montrer que f est inversible et préciser son inverse (des deux côtés). [Ecrire : f 2 + f = 3 :Id ...]

Réponse On a fo
1
3

(f + Id ) =
1
3

(f + Id )of = Id ; donc f est inversible d'inversef � 1 =
1
3

(f + Id ) !

En dim. quelconque, avoir l'inverse des 2 côtés. En dim. �nie, 1 côté su�t cf. ch. suivant.

3. Soit : f 2 L (E), f n = O, dim(E) quelconque (f 6= O en général : nilpotent).

Montrer que : Id � f est inversible (des deux côtés) et préciser son inverse.

cf. Anneaux : (Id � f )o(Id + f + ::: + f n� 1) = ( Id + f + ::: + f n� 1)o(Id � f ) = Id � f n = Id .

d'où : (Id � f )� 1 existe et vaut (Id + f + ::: + f n� 1). Rem : (Id + f )� 1 existe aussi !
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M+ Exercices : Applications linéaires PTSI

1. Dans L (E), véri�er que Ker (f � Id ) et Ker (f ) sont toujours en somme directe. [6= cours : on ne

dit pas, ici, "supplémentaires" !] (Si �! x 2 Ker (f ) \ Ker (f � Id ), f (�! x ) = �! x et f (�! x ) =
�!
0 ...)

2. (Avec f = 2 :Id dans R2) montrer que : E = Im (f ) � Ker (f ) 6=) f projecteur.

3. En dimension quelconque, sif 2 L (E; F ), g 2 L (F; G) véri�er : gof = O () Im (f ) � Ker (g).

4. Dans E = R2[x] (a) Véri�er que f : P(x) 7�! P(x+1) est un endomorphisme ; donc aussi� = f � Id .

(Ecrire P(x) = a + b:x + c:x2 ou

0

@
a
b
c

1

A dans la base(1; x; x 2) ; chercher l'image

0

@
a0

b0

c0

1

A dans cette

base et trouver une écriture matricielle. � : P(x) 7! P(x + 1) � P(x) "dérivation discrète")

(b) Montrer que : Ker (�) = R0[x] (on peut montrer, avec un degré quelconque, que :

P(x + 1) = P(x) , P(x) = cte.) Et : Im (�) = R1[x] (commencer par une inclusion).

(c) Véri�er que � 3 = O. Puis (Id + �)( Id � � + � 2) = ( Id � � + � 2)( Id + �) = Id . Conclure.

(d) On avait : f = Id + � ; trouver f � 1 d'une autre façon et préciser sa matrice.

5. Dans L (E), [dim(E) quelconque] sigof = fog, véri�er que Ker (f ) et Im (f ) sont stablespar g.

6. Avec le cours bien connu sur les projecteurs. (*) [ fof = f ; f (�! x ) � �! x 2 Ker (f )].

(a) Soit f; g 2 L (E). Montrer : ( fog = f et gof = g) () f; g projecteurs de même noyau.

(b) Pour f; g 2 L (E). Montrer : ( fog = g et gof = f ) () f; g projecteurs de même image.

(c) Si p, q proj. : p + q proj. () poq= qop= O, p � q proj. () poq= qop= q. Si qop= O,

r = p + q � poqproj., Ker (r ) = Kerp \ Kerq; Im (r ) = Imp � Imq . Si poq= qop, poqproj. ...

7. Soit s symétrie, alors s2 = Id ou s2 � Id = O [ou bien : x2 � 1 polynôme annulateur des].

(*) Montrer la réciproque à savoir : (f 2 L (E); fof = Id ) =) f symétrie vectorielle à préciser.

8. (*) Soit f 2 L (E; F ); g 2 L (F; G); montrer que :

Ker (f ) = Ker (gof ) () Im (f ) \ Ker (g) = f
�!
0F g. Im (g) = Im (gof ) () F = Im (f ) + Ker (g).

9. (*) Dans R[x] soit f : P(x) 7! Q(x) =
Z x

0
P(t)dt et soit D la dérivation. Véri�er que ce sont

des endomorphismes tels queDof = Id mais foD 6= Id [donc aucun inversible] !

En général sigof = Id , montrer que Im (fog) = Im (f ); Ker (fog) = Ker (g); E = Ker (g) � Im (f ).

10. (*) Soit f 2 L (E) / 8�! x ; f (�! x ) = k�! x :�! x (i.e. �! x ; f (�! x ) liés !) Montrer 9k (�xe) : f (�! x ) = k:�! x .

(*) En déduire les automorphismes commutant avec tous les autres (centre du groupe linéaire).



Chapitre 21

Applications linéaires en dimension �nie

21.1 Représentation avec des bases

21.1.1 Matrice d'une applications linéaire (en dim. �nie)

1. Théorème

Soit E de dim. p, de base (�! e1; :::�! ep) ; et �! v 1; :::�! v p, p vecteurs quelconques deF :
9!f linéaire telle quef (�! ej ) = �! v j . On dit qu'une A.L. est déterminée de manière
unique par l'image d'une base. De plus: f inj. , �! v j libre (néc. dimF > dimE );
f surj. , �! v j gén (néc.dimF 6 dimE ) ; f bij. , �! v j base(néc. dimF = dimE ).

Démonstration

� 1) Unicité et existence : Pour �! x = x1:�! e1 + ::: + xp:�! ep , on a la seule possibilité :
f (�! x ) = x1:f (�! e1) + ::: + xp:f (�! ep) = x1:�! v 1 + :::xp:�! v p ; et on véri�e alors qu'elle convient.

� 2) f inj. =) (�! v j ) libre : Soit x1:�! v 1 + ::: + xp:�! v p =
�!
0F ; alors f (

pX

j =1

x j :�! ej ) =
�!
0F donc

pX

j =1

x j :
�! ej 2 Ker (f ) ; mais f inj. donne

pX

j =1

x j :
�! ej =

�!
0E puis (�! ej ) libre d'où x j = 0 . Fini.

f inj. ( = ( �! v j ) libre : Soit �! x 2 Ker (f ), �! x =
pX

j =1

x j :
�! ej car (�! ej ) génératrice.

Alors :
�!
0F = f (�! x ) =

pX

j =1

x j :
�! v j ; mais (�! v j ) libres, donc x j = 0 et �! x =

�!
0E . Fini.

f surj. =) (�! v j ) gén : Soit �! y 2 F ; f surj. donne : 9�! x 2 E tel que �! y = f (�! x ):

Ecrivons alors �! x =
pX

j =1

x j :
�! ej car (�! ej ) génératrice :�! y = f (�! x ) =

pX

j =1

x j :�! v j . Fini.

f surj. ( = ( �! v j ) gén : Soit �! y 2 F ; (�! v j ) génératrice donne9x j : �! y =
pX

j =1

x j :
�! v j :

Posons�! x =
pX

j =1

x j :�! ej ; alors aisémentf (�! x ) = �! y . Fini.

2. Conséquence : dé�nition. Si de plusF de dimension �nie n, de base
�!
f 1; :::

�!
f n , voici la matrice

de f dans les bases (�! ej ) de E et (
�!
f i ) de F ; on va deEp dans Fn ; on a une matrice(n; p) :

� Anp =

0

@
a11 ::: a1j ::: a1p

:::
an1 ::: anj ::: anp

1

A où la j ème colonne est le vecteurf (�! ej ) :

0

B
B
@

a1j

a2j

:::
anj

1

C
C
A dans :

�!
f 1
�!
f 2

:::
�!
f n

;

c'est donc le remplissage en colonnes avec les vecteurs : f (�! ej ) = �! v j = a1j
�!
f 1 + ::: + anj :

�!
f n .

141
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� Maintenant la lecture ou le remplissage en lignes avec les composantes :

Pour �! x = x1:�! e1 + ::: + xp:�! ep , �! y = y1:
�!
f 1 + ::: + yn :

�!
f n , vecteurs toujours notés en colonnes:

X =

0

B
B
@

x1

x2

:::
xp

1

C
C
A , Y =

0

B
B
@

y1

y2

:::
yn

1

C
C
A on a �! y = f (�! x ) , Y = A:X ou

0

B
B
@

y1

y2

:::
yn

1

C
C
A =

0

@
a11 ::: a1j ::: a1p

:::
an1 ::: anj ::: anp

1

A :

0

B
B
@

x1

x2

:::
xp

1

C
C
A

avec les tailles : Yn1 = Anp :X p1 ; le produit s'e�ectuant lignes par colonnes.

Démonstration

La ligne 1 de �! y = f (�! x ) = x1:f (�! e1) + ::: + xp:f (�! ep) est y1 = x1:a11 + x2:a12 + ::: + xp:a1p. Etc.

3. Ainsi : quand f va de Ep dans Fn , celà donne une matriceAnp : ordre inversé. Et surtout :

Les vecteurs colonnes deA : f (�! e 1); :::; f (�! e p) forment une famille génératrice deIm (f ).

Par exemple avecf endomorphisme de matriceA =
�

1 2
2 4

�
en base (�! { ; �! | ) :

� Si on cherche Ker (f ), on résoudf (�! x ) =
�!
0 ou A:X = O avecX =

�
x
y

�
, O =

�
0
0

�

� Et Im (f ) = V ect(f (�! { ); f (�! | )) = V ect(
�

1
2

� �
2
4

�
)= V ect(�! { + 2 :�! | ) de dimension 1.

M np(K) désignera ensuite l'ensemble des matricesn lignes, p colonnes à coe�cients dansK.

21.1.2 Exemples

1. f = O de E = R2 (base�! { ; �! | ) �! F = R3 (base
�!
I ;

�!
J ;

�!
K ) a pour matrice : O32 =

0

@
0 0
0 0
0 0

1

A

3;2

2. Soit f l'unique A.L. : R3 �! R2 telle que : f (
�!
I ) = �! { ; f (

�!
J ) = �! { � �! | ; f (

�!
K ) = �! { + 2 :�! | .

Par dé�nition, sa matrice avec les bases indiquées, estA =
�

1 1 1
0 � 1 2

�
.

3. Id , comme endomorphismede Kn , dans toute basea pour matrice I n =

0

B
B
B
B
@

1 0 0 ::: 0
0 1 0 ::: 0
0 0 1 ::: 0
:::
0 0 0 ::: 1

1

C
C
C
C
A

.

4. Remarque: Qu'est-ce qu'unematrice ligne (1 ligne, p colonnes) ?

On doit aller de Ep dans K (e.v. de dim 1 surK), soit une application linéaire deE dans K donc :

Une matrice ligne est une matrice d'une forme linéaire.

5. Montrer que f : P(x) 2 R2[x] 7! P0(x + 1) 2 R1[x] est linéaire. Matrice en bases (1; x; x 2) et (1; x) ?

Solution
On voit qu'on va de R2[x] (dim. 3) dans R1[x] (dim 2) ; puis f linéaire?

1ère façon, par calcul :
PosonsP(x) = a + b:x + c:x2 ; alors P0(x) = b+ 2c:x ; l'image est Q(x) = b+ 2c(x + 1) = � + �:x .

On a
�

�
�

�
=

�
0 1 2
0 0 2

�
:

0

@
a
b
c

1

A , remplissage en lignes, ce qui prouvef linéaire et donne sa matrice.

2ème façon, même dansR[x] : Voir que : f (P1 + P2) = f (P1) + f (P2) et f (�:P ) = �:f (P).

En�n le remplissage en colonnes: la 3ième est f (x2) soit 2(x + 1) = 2 + 2 :x ou
�

2
2

�

(1;x )
!
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21.2 Rang d'une application linéaire

21.2.1 Théorème du rang

Soit f 2 L (E; F ) ; alors dim(E) = dim [Ker (f )] + rg(f ), où par dé�nition : rg(f ) = dim [f (E)].

Deux exemples

1. Le dernier exemple précédent : Pour trouverrg(f ) :

� Soit on cherche une base deIm (f ) : l'image d'une base estgénératrice seulement de l'image

Car : f (�! x ) = x1:f (�! e1) + ::: + xp:f (�! ep) décrit Im (f ). Dans l'exemple :

Im (f ) = V ect[f (1); f (x); f (x2)] = V ect[f (x); f (x2)] ici et ces 2 vecteurs sont libres :rg(f ) = 2 .

� Soit on cherche le noyau : P0(x + 1) = O () P0 = O () P = cte.

Ker (f ) = R0[x] de dimension 1 ; et donc rg(f ) = 3 � 1 = 2:

2. Une forme linéairef : �! u

0

@
x
y
z

1

A 2 R3 7! 2x + 3y � z =
�
2 3 � 1

�
:

0

@
x
y
z

1

A 2 R, de matrice (2 3 � 1)

non nulle ; donc de rang 1. dim [Ker (f )] = 2 : plan vectoriel de R3 d'équation : 2x + 3y � z = 0 .

Démonstration du Théorème

Soit E2 un supplémentaire deKer (f ) dans E (dim. �nie) : E = Ker (f ) � E2. Alors :

f =E2 : E2 ! Im (f ) est bijective (ci-après) d'où dim [Im (f )] = dim(E2) = dim(E) � dim [Ker (f )].

Injective : si �! x 2 E2 \ Ker (f ) forcément �! x =
�!
0 E car somme directe. Surjective: Si �! y 2 f (E),

9�! x 2 E=�! y = f (�! x ) ; écrivons �! x = �! x1 + �! x2 selon E = Ker (f ) + E2 : �! y =
�!
0 F + f (�! x2) = f (�! x2).

21.2.2 Conséquence : Propriété

1. On sait déjà pourf linéaire E ! F que

8
<

:

f inj. ) dimF > dimE (l'image d'une base étant libre)
f surj. ) dimF 6 dimE (l'image d'une base étant gén.)

en�n : f bijective =) dimE = dimF

2. Inversement, si dimE = dimF �nie , on a : f injective () f surjective () f bijective.

Démonstration dimE = dimF �nie et Im (f ) � F :

Avec le th. du rang : f inj. () dim(E) = rg(f ) () dim(F ) = rg(f ) () Im (f ) = F .

21.2.3 Rang d'une famille �nie de vecteurs ; et d'une matrice

Dé�nitions
Soit �! v 1; :::�! v p 2 F: Leur rang de cesp vecteurs estdim [V ect(�! v j )]:

Et le rang d'une matrice A est le rang des vecteurs colonnes.

Propriété
Le rang d'une A.L. est le rang des vecteurs colonnes d'une matrice quelconque

représentant f c'est-à-dire, quand on changera de bases dansE et dans F , on aura une
autre matrice A0 (nouveaux vecteurs colonnes, cf. ch. Matrices), mais de même rang !

Démonstration
Voir que I m(f ) = f (E) = V ect[f (�! e1); f (�! e2); :::; f (�! ep )] : les vecteurs colonnes d'une matrice(image

d'une base) forment une famillegénératrice de Im (f ). D'où : rg(f ) = dim [f (E)] = dim V ect[f (�! ej )]
= rg[f (�! ej )16 j 6 p] = rg(A) ; et donc, si f est représenté aussi parA0, rg(A) = rg(A0) = rg(f ) !

Exemple : rg
�

1 2 4
2 4 8

�
= 1 . Donc si on résoud A:X 3;1 = O2;1 on aura 3 � 1 = 2 lettres arbitraires !
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21.3 Opérations avec les matrices correspondant aux A.L.

21.3.1 Opérations linéaires. Espace vectoriel M np(K); n > 1; p > 1

1. On dé�nit l'égalité de 2 matrices :A = B si même taille (n; p) et 8i; j : aij = bij

ce qui signi�e : mêmes A.L. associées, deKp dans Kn avec les bases canoniques, notées (�! ej ) (
�!
f i ).

Puis : A + B =Matrice ( f + g) ce qui donneAnp + Bnp = ( A + B )np de terme général(aij + bij )

Et : �:A =Matrice ( �:f ) ce qui donne(�:A )np de terme général (�:a ij ).

Exemple Soit A =
�

1 2
3 4

�
; alors A � �:I 2 =

�
1 2
3 4

�
� �:

�
1 0
0 1

�
=

�
1 � � 2

3 4� �

�
.

2. Théorème

Soit E = Kp, F = Kn . Avec les 2 opérations indiquées,M np(K) est un e.v. identique àL (E; F ).
Et on voit maintenant que chacun est de dimensionn:p : dimL (Ep; Fn ) = dimM np(K) = n:p.

Démonstration
1) On peut véri�er la dé�nition d'e.v.

2) Le cas M 2;3(K). Recherche d'une base :
�

a b c
a0 b0 c0

�
= a:

�
1 0 0
0 0 0

�
+ b:

�
0 1 0
0 0 0

�
+ ::: +

c0:
�

0 0 0
0 0 1

�
, ce qui donne une famille génératrice à 6 éléments. NotonsE11 =

�
1 0 0
0 0 0

�
etc.

ils sont libres : faire a:E11 + b:E12 + ::: + c0:E23 = O23 qui donne les 6 coe�cients nuls. Donc base.

Ainsi M 2;3(R) ensemblede toutes les matrices 2,3 est un e.v. surR de dimension �nie 2.3=6.

21.3.2 Produit de matrices, correspondant à la composition

1. Dé�nition
Si Anp = Matr( f 2 L (E; F )), Bmn = Matr( g 2 L (F; G)), (B:A )mp sera la matrice de

gof : E = Kp base(�! e1:::�! ep) �! F = Kn base(
�!
f 1:::

�!
f n ) �! G = Kmbase(�! g1:::�!gm )

Théorème Le résultat est : Cmp = ( B:A )mp = Bmn :Anp , le produit s'e�ectuant lignes par colonnes

Car la kième colonne deB:A , matrice de gof , est g[f (�! ek )] :

0

@
b11 b12 ::: b1n

:::
bm 1 bm 2 ::: bmn

1

A :

0

B
B
@

a1k

a2k

:::
ank

1

C
C
A . Fini.

Ainsi on a :
�

b11 b12 b13

b21 b22 b23

�
:

0

@
a11 a12

a21 a22

a31 a32

1

A =
�

c11 c12

c21 c22

�
où, par exemple,

c21 = b21a11 + b22:a21 + b23:a31. On devine que : cik =
nX

j =1

bij :ajk ; pour 1 6 i 6 m; 1 6 k 6 p.

2. Conséquences

Les propriétés des A.L. se traduisent donc avec les matrices[bonnes tailles à choisir] :
ho(gof ) = ( hog)of =) C:(B:A ) = ( C:B ):A;

(h + g)of = ( hof ) + ( gof ) =) (C + B ):A = ( C:A) + ( B:A );
ho(g + f ) = ( hog) + ( hof ) =) C:(B + A) = ( C:B ) + ( C:A);

(�:g )of = go(�:f ) = �: (gof ) =) (�:B ):A = B:(�:A ) = �: (B:A ):
Donc pour les matrices carréesM n (K) est un anneau (et une algèbre) exactement commeL(Kn)

3. Deux remarques.

� � Même si les produitsBmn :Anp et Anp :Bmn sont possibles (() p = m) et ont de plus même
taille ( p = m = n), on sait qu'il n'y a pas commutativité en général. Notre exemple était :

f :
�

x
y

�
7�!

�
x

� y

�
; g :

�
x
y

�
7�!

�
y
x

�
: deux symétries noncommutatives. Il se traduit par :
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A =
�

1 0
0 � 1

�
; B =

�
0 1
1 0

�
; B:A 6= A:B . Remplissage en ligneset en colonnes à voir

� � De même, au ch. précédent, on avait vu queL (R2) ou M 2(R) était non intègre et on avait un
exemple de matrice nilpotente. Re-construisons un exemple(dim(E) = dim(Ker (f )) + rg(f )) :

fof = O () 8 �! x 2 E : f [f (�! x )] =
�!
0 vrai () Im (f ) � Ker (f ). Essai dansR2 :

Si Im (f ) = Ker (f ) = V ect(�! { ) : f (�! { ) =
�!
0 [première colonne] ;f (�! | ) = k:�! { 2 Im (f ); k 6= 0

[k = 0 = ) Ker (f ) = R2; f = O]. k = 1 donne A =
�

0 1
0 0

�
6= O et A2 = A:A = O !

21.3.3 Matrice inverse

1. Notations :
Soit f 2 L (E; F ). On dit que : f est inversible à gauche s'il existeg 2 L (F; E ) tel
que gof = Id E et f inversible à droite s'il existe h 2 L (F; E ) tel que foh = Id F :

En dim in�nie, on peut avoit f inversible d'un côté seulement : cf. Exemples du ch. précédent.

En dimension �nie, voir après. Quand f inversible, on noteA � 1 = Matr (f � 1;
�!
f i ;

�! ej ):

2. Attention :
� On sait que A (ou f et dim. �nies) inversible =) dimE = dimF soit A forcément carrée.

� Mais réciproque fausse :O22 =
�

0 0
0 0

�
est carrée noninversible ! Idem A =

�
0 1
0 0

�
qui véri�e

A2 = A:A = O avec A 6= O est non inversible. (Sinon A:A = O =) A � 1:A2 = A � 1:O, ce qui est
A = O et n'est pas le cas). On peut aussi dire :les vecteurs colonnes de A sont liés.

3. Théorème
Si dimE = dimF �nie , on a : f inversible () f inv. à gauche() f inv. à droite.

Traduction matricielle : Pour A carrée (sinon non inversible),
Ann inversible () inv. à gauche() inv. à droite. Calcul : cf. après.

Démonstration
� f inversible à gauche=) f inversible :
Ayant gof = Id E , on a gof injective ; d'où f inj. [connu] donc, avecdimE = dimF �nie , bijective.
� f inversible à droite =) f inversible :
Ayant foh = Id F , on a foh surjective ; d'où f surjective [idem] ; donc, [idem] bijective.

21.3.4 Transposée d'une matrice

1. Matrice n; p : Soit A =

0

@
1 2
3 4
7 � 6

1

A

3;2

, alors tA =
�

1 3 7
2 4 � 6

�

2;3
:

Propriétés
Avec de bonnes tailles :t (t A) = A ; t (A + B ) = t A + t B ; t (�:A ) = �: t A ; [faciles]

Et [plus dur] (*) t (Bmn :Anp) = ( t C)pm = ( t A)pn :(t B )nm .

Démonstration en compléments (*) : (B:A ) = ( cik )mp .

Posons t C = ( 
 ki )pm , alors : 
 ki = cik =
nX

j =1

bij :ajk =
nX

j =1

� j i :� kj =
nX

j =1

� kj :� j i . Fini.

2. Cas des matrices carrées

Soit A carréen; n ; on dit que A est symétrique si t A = A ; et antisymétrique si t A = � A.

Matrices symétriques et antisymétriques 2x2 ? Montrer que l'on a deux sous e.v. supplémentaires.

Voir que : S = V ect(
�

1 0
0 0

�
;
�

0 1
1 0

�
;
�

0 0
0 1

�
); A = V ect(

�
0 1

� 1 0

�
); S \ A = f

�
0 0
0 0

�
g. Donc

S + A = S � A , qui est de dimension : 3+1=4 : c'estM 2;2 car inclusion et même dimension �nie.

Attention : O2;2 matrice symétrique, mais nonmatrice de symétrie et :�
1 1
0 � 1

�
matrice de symétrie (A2 = I 2), mais non symétrique: ne pas confondre !
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M+ Exercices : Applications linéaires en dimension �nie PTSI

1. Matrices inverses.
Inversion en ligne: On a Y = A:X () A � 1:Y = X , si A inversible .

Inverser une matrice c'est inverser un système par le pivot de Gauss par ex.

Inverser les matrices
�

1 2
3 4

�
,

0

@
1 � 1 0
0 3 5
0 0 � 2

1

A ,

0

@
2 4 3
0 1 1
2 2 � 1

1

A ,

0

B
B
@

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

1

C
C
A ,

0

B
B
@

1 1::: 1
0 1::: 1
:::
0 0::: 1

1

C
C
A = Tn

2. Soit f 2 L (E) en dim. �nie , montrer : Ker (f ) et Im (f ) supplém. () Ker (f ) \ Im (f ) = f
�!
0 g.

3. (a) En dimension quelconque, sif 2 L (E), véri�er que : fof = O () Im (f ) � Ker (f ).

(b) Soit E de dim. �nie n sur K. Montrer : Ker (f ) = Im (f ) () [f 2 = O et n = 2 :rg(f )].

4. Rang de
�

3 3
3 3

�
,

�
1 2
3 4

�
,

�
1 2
2 4

�
? D = ( di;j )2;3 et E =

�
ei;j

�
3;3

�! v 1 ;�! v 2 ;�! v 1+ �! v 2

sont-elles inversibles ?

5. (a) Dans R[x]. Véri�er que f : P(x) 7�! P(x + 1) est un endomorphisme ; donc aussi� = f � Id .

(b) Dans E = R3[x] : Noyau, image et rang de� ? Véri�er que � 4 = O. Inverse deId � � ?

(c) Puis (avec E = R3[x]) inverse def = Id + � ? Explisciter les matrices 4x4 def et de f � 1.

6. Si f; g (et gof ) automorphismes, montrer que :(gof )� 1 = f � 1og� 1. (BA )� 1 = A � 1:B � 1

0

@
si

matr:
(n; n)

1

A

7. Dans M 2(R), véri�er que f : M 7�! t M est une symétrie vectorielle ; en déduire deux sous e.v.

supplémentaires et préciser les dimensions. [On pourra voir : f 2 L (M 2(R)) , fof = Id . etc].

Complément : Ecrire en�n la matrice 4x4 de f dans la base usuelle E11; E12; E21; E22.

8. Rang. Soit f 2 L (E; F ); E; F de dimensions �nies ; et g ... (selon les cas)

(a) Montrer que rg(f ) 6 dim(E) ; rg(f ) 6 dim(F ) ; (*) rg(gof ) 6 min [rg(f ); rg(g)]

(b) Montrer que rg(f + g) 6 rg(f ) + rg(g) ; puis j rg(f ) � rg(g) j6 rg(f + g) 6 rg(f ) + rg(g).

(c) Soit f 2 L (E) tel que rg(f ) = 1 . Montrer : 9k 2 K tel que f 2 = k:f (si k 6= 0 ;
1
k

f projecteur).

9. (a) (*) Soit f 2 L (E; F ); g 2 L (F; G) ; montrer que :

Ker (f ) = Ker (gof ) , Im (f ) \ Ker (g) = f
�!
0F g. Im (g) = Im (gof ) , F = Im (f ) + Ker (g).

(b) Si f 2 L (E), dim(E) �nie : Ker (f ) = Ker (f 2) , Im (f ) = Im (f 2) , E = Ker (f ) � Im (f ).

10. (*) Soit E de dim. �nie f; g endomorphismes tels queE = Im (f ) + Im (g) = Ker (f ) + Ker (g):

Montrer que ces sommes sont directes etf + g inversible.



Chapitre 22

Calcul matriciel

22.1 Diverses matrices pour une application linéaire

22.1.1 Composantes de l'image par une A.L. (rappel)

1. Théorème Pour f linéaire : E base (�! e1; :::�! ep) ! F base (
�!
f 1; :::

�!
f n ) on a �! y = f (�! x ) , Y = A:X

Déjà vu au ch. précédent et utilisé : c'est le remplissage en l igne. A = Matr (f; �! ej ;
�!
f i )

2. Conséquence
Inversion en ligne: On a Y = A:X () A � 1:Y = X , si A inversible.
Inverser une matrice c'est inverser un système ; par le pivotde Gauss par ex.

Exemple A =

0

@
2 4 3
0 1 1
2 2 � 1

1

A . Y = A:X ,

0

@
x0

y0

z0

1

A =

0

@
2 4 3
0 1 1
2 2 � 1

1

A :

0

@
x
y
z

1

A ,

8
<

:

2x + 4y + 3z = x0

0:x + y + z = y0

2x + 2y � z = z0

()
pivot

:::

0

@
x
y
z

1

A =
1
4

:

0

@
3 � 10 � 1

� 2 8 2
2 � 4 � 2

1

A :

0

@
x0

y0

z0

1

A . DoncA inversible et A � 1 =
1
4

:

0

@
3 � 10 � 1

� 2 8 2
2 � 4 � 2

1

A

Voir les calculs non rédigés

3. Remarque A inversible (nécessairement carrée)=) tA inversible et (t A)� 1 = t (A � 1).

Démonstration On a donc A carréeet A:A � 1 = I n = A � 1:A. En transposant : t (A � 1):t A = I n

donc tA inversible d'inverse t (A � 1). (Rappelons que pour une matrice carrée:

inversible d'un côté =) inversible). Fini. Question. Pourquoi est-ce une équivallence ci-dessus ?

22.1.2 Changement de bases pour un vecteur (donné)

1. Dé�nitions
Soit B(�! e1; :::�! ep) et B0(�! e1

0; :::�! ep
0) deux bases ; supposons que�! e1

0 = p11:�! e1 + p21:�! e2 + ::: + pp1:�! ep :::

Par dé�nition : Ppp = PB!B 0 =

0

B
B
@

p11 ::: :::
p21 ::: :::
:::
pp1 :::

1

C
C
A est appelée matrice de passage deB à B0.

On met les nouveaux vecteurs colonnesà l'aide des anciens.

Exemple DansR2, soit
�!
I =

�!
i �

�!
j ;

�!
J =

�!
i +

�!
j ; nouvelle base (pourquoi ?). IciP =

�
1 1

� 1 1

�

�!
I

�!
J

�! {:
�! |

Question : peut-on lire à l'envers :
�!
i =

�!
I +

�!
J ? NON ! (pas ici).

147
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2. Théorème Soit un mêmevecteur �! x de matrice X dans B et X 0 dans B0; alors X = P:X 0

Résultat nouveau très important.

Démonstration facultative (*)

Soit f l'endomorphisme de matriceP dans (�! ej ) ; on a f (�! ej ) = �! ej
0 et f bijectif.

Soit �! x =
pX

j =1

x j :
�! ej =

pX

j =1

x0
j :

�! ej
0; alors f (�! x ) =

pX

j =1

x j :
�! ej

0. Mais comme la matrice P de f est

connue dans la baseB, on ne peut rien faire !

Essayons donc l'automorphisme f � 1 de matrice P � 1 dans B.

Alors f � 1(�! x ) =
pX

j =1

x0
j :�! ej . �! x et f � 1(�! x ) sont connus dansB ! Donc : X 0 = P � 1:X .

3. Conséquence.

On a même : PB!B " = PB!B 0:PB0!B " . D'où (B = B" ) : P inversible et PB0!B = ( PB!B 0)� 1

Démonstration

On écrit X = P1X 0; X 0 = P2X " . Donc X = P1:P2X " = PB!B " :X " et on termine aisément.
Bien retenir cette formule de changement de basespour les vecteurs : X = P:X 0

Remarque: (si on veut)

On peut inverser A =

0

@
2 4 3
0 1 1
2 2 � 1

1

A en colonnes... Ici :

8
<

:

�!
I = 2 :

�!
i + 0 :

�!
j + 2 :

�!
k

:::
:::

Analogue à ci-dessus (exercice).

22.1.3 E�et d'un changement de bases sur une A.L.

1. Notations
Soit f : �! x 2 E �! f (�! x ) 2 F linéaire.

Avec les bases(�! e1; :::�! ep) et (
�!
f 1; :::;

�!
f n ), on a la matrice A ;

Avec les bases(�! e1
0; :::�! ep

0) et (
�!
f 1

0; :::;
�!
f n

0), on a la matrice A0.

On note Ppp et Qnn les matrices inversiblesde changement de bases dansE et dans F .

Soit �! x de matrice X dans B et X 0 dans B0; idem pour �! y = f (�! x ) avec Y et Y 0.

On sait que : Y = A:X ; Y 0 = A0:X 0 (Ÿ1) et X = P:X 0; Y = Q:Y 0 (Ÿ2). Donc :

Y 0 = Q� 1:Y = Q� 1AX = Q� 1:A:P:X 0 = A0:X 0.

L' unicité donne : A0 = Q� 1AP et rg(A) = rg(A0) = rg(f ) (vu).

2. Théorème
Anp ; A0

np représentant la même A.L. mais dans des bases di�érentes) A0 = Q� 1AP
Deux matrices véri�ant une telle relation sont dites équivalentes; elles ont même rang

Exemple
Soit f : P(x) 2 R2[x] 7�! P0(x + 1) 2 R1[x] ; dans les bases(1; x; x 2) et (1; x), la matrice

est A =
�

0 1 2
0 0 2

�
. Prenons les bases [1; (x + 1) ; (x + 1) 2] et [1; x � 1] alors P =

0

@
1 1 1
0 1 2
0 0 1

1

A ,

Q =
�

1 � 1
0 1

�
; Q� 1 =

�
1 1
0 1

�
; Alors A0 =

�
0 1 6
0 0 2

�
par Q� 1:A:P ; ou directement : le

3ème vecteur colonne par ex : f ((1 + x)2) = 2( x + 2) exprimé en base (1; x � 1) : 6:1 + 2:(x � 1)
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22.1.4 Conséquences sur le rang

1. Propriétés

D'abord : r = rg(Anp ) 6 min (n; p) ; et A inversible () r = n = p: Ensuite :
Par une opération élémentaire sur les lignes (ou colonnes) d'une matrice, le rang est inchangé.

Démonstration

1) On a r = dim [Im (f )] 6 dim(F ) = n ; r = dim [Im (f )] = dim(E) � dim [Ker (f )] 6 dim(E) = p:

Et : A inversible =) n = p [vu] et aussi r = dim [Im (f )] = dim(F ) = n car surjective.

Inversement r = n = p =) f surjective de E dans F de même dim. �nie : f inversible.

2) En compléments : Faisonsquelques calculs : sur A3;2

� PrenonsI 3 ; remplaçons Ligne 3 par Ligne 3+� .(ligne 1) (L 3  � L 3 + �:L 1) on obtient :
0

@
1 0 0
0 1 0
� 0 1

1

A ; calculons

0

@
1 0 0
0 1 0
� 0 1

1

A :

0

@
a1 a2

b1 b2

c1 c2

1

A =

0

@
a1 a2

b1 b2

c1 + �:a 1 c2 + �:a 2

1

A : le même e�et sur A.

Et comme on sait (ch.21) que : rg(A0) = rg(Q� 1:A:I 2) = rg(A), le rang n'a donc pas changé !

Remarque: La matrice à gauche est ici appelée "matrice de transvection".

� Il y a deux autres opérations élémentaires sur les lignes à voir : c'est la mêmechose [à faire].
0

@
0 1 0
1 0 0
0 0 1

1

A :

0

@
a1 a2

b1 b2

c1 c2

1

A = ...

0

@
1 0 0
0 k 0
0 0 1

1

A :

0

@
a1 a2

b1 b2

c1 c2

1

A = ...

Remarque: La 1ère matrice à gauche est dite "de transposition" ; la 2ème de "dilatation"

� Et sur les colonnes ? C'est la multiplication "à droite" : Echangeons les colonnes 1 et 2 deI 2,

noté C1 $ C2 on a :

0

@
a1 a2

b1 b2

c1 c2

1

A :
�

0 1
1 0

�
=

0

@
a2 a1

b2 b1

c2 c1

1

A ou A:P = A0 : on a même e�et surA.

Comme : rg(A0) = rg(I 3:A:P ) = rg(A) [P inversible] le rang n'a toujours pas changé !

2. Remarque(rang de la transposée)

Pour Anp : Im (A) � Kn ; Im (t A) � Kp. Mais : rg(A) = dim [Im (A)] = dim [Im (t A)] = rg(t A) !

Démonstration (*) En e�et, prenant une base judicieuse deE = E2� Ker (f ) : �! u 1; :::�! u r ; �! v r +1 :::; �! v p

[cf. théorème du rang] et de F = Im (f ) � F2 : f (�! u 1); :::; f (�! u r );
�!
b r +1 ; :::;

�!
b n , on trouve P; Q

inversibles telles que :Q� 1AnpP = ( Jr )np =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 ::: 0 ::: 0
0 1 ::: 0 ::: 0
:::
0 0 ::: 1 ::: 0
:::
0 0 ::: 0 ::: 0

1

C
C
C
C
C
C
A

où lesr premières lignes et

colonnes sontI r (des 0 partout ailleurs) et r = rg(f ) = rg(A) = rg(Jr )np .

Alors : t P:t A: t (Q� 1) = t (Jr )np = ( Jr )pn qui est aussi de rangr ; donc : rg(t A) = r .
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22.2 Diverses matrices pour un endomorphisme

22.2.1 Théorème (E�et d'un changement de Base)

Ici, A est carrée(n; n) et mêmes bases à gauche et à droite ; par suiteQ = P.

Donc

Ann ; A0
nn représentant le même endomorphisme, mais dans des bases di�érentes, on a ici

A0 = P � 1:A:P . Deux matrices A et A0 véri�ant une telle relation sont dites semblables.
Elles ont alors même rang ; même trace (voir après) et même déterminant (ch. suivant).
Noter en�n : A = P:A0:P � 1 et An = P:(A0)n :P � 1; n 2 N� : [facile mais à bien voir].

22.2.2 Exemple

1. Soit f 2 L (R3) dé�nie par

8
<

:

x0 = (5 x � 2y � z)=6
y0 = ( � x � z)=2

z0 = ( x + 2y + 7z=6
; prouver que fof = f ; conclusion ?

2. Solution

1) On a

0

@
x0

y0

z0

1

A =
1
6

0

@
5 � 2 � 1

� 3 0 � 3
1 2 7

1

A :

0

@
x
y
z

1

A . Puis A2 = A : par calcul. On sait alors que

(f 2 L (R3) et fof = f ) =) f proj. sur Ker (f � Id )==Ker(f ). Ici

� Ker (f � Id ) : f (�! x )� �! x =
�!
0 ou f (�! x ) = �! x ou AX = X ou AX � X = O : ...

8
<

:

� x � 2y � z = 0
� 3x � 6y � 3z = 0

x + 2y + z = 0

C'est le plan vect.� : x+2y+ z = 0 : Ou bien c'est ici Im (f ), engendrépar : 6:f (�! { ); 6f (�! | ); 6:f (
�!
k )

Retrouver � (de dim. 2 !) ainsi : � = V ect[6:f (�! { ); 6f (�! | ); 6:f (
�!
k )] cf. sous.e.v. engendré .

� Ker (f ) : f (�! x ) =
�!
0 ou AX = O () :::

8
<

:

5x � 2y � z = 0
x + 0 :y + z = 0
x + 2y + 7z = 0

()

8
<

:

2y + x + 7z = 0
x + z = 0

6x + 6z = 0
... C'est

la droite vect. : � = V ect(�! c ) = R:�! c = R:

0

@
� 1
� 3
1

1

A . Soit �! a =

0

@
1
0

� 1

1

A ;
�!
b =

0

@
� 1
1

� 1

1

A , base de� .

Conclusion : f est une projection de rang 2 sur� // � .

2) Changement de base ici :
Forcément R3 = � � � (ce qu'on peut voir car � 6� � ). Alors (�! a ;

�!
b ;�! c ) est une nouvelle base.

La matrice de passage estP =

0

@
1 � 1 � 1
0 1 � 3

� 1 � 1 1

1

A . On calcule P � 1 et P � 1:A:P = D =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 0

1

A

(le faire). Ceci sans calcul aussi car : f (�! a ) = �! a ; f (
�!
b ) =

�!
b ; f (�! c ) =

�!
0 !

22.2.3 Trace d'une matrice carrée et d'un endomorphisme

1. Par dé�nition : Pour Ann carrée, la trace deA(ai;j ) est T r (A) =
nX

i =1

aii = T r (tA).

2. Propriétés:
T r : M n (K) �! K est une forme linéaire, soit : T r (A + B ) = T r (A) + T r (B ) et
T r (�:A ) = �:T r (A); véri�ant de plus : T r (Bpn :Anp) = T r (Anp :Bpn) ! (*)



22.3. MATRICES CARRÉES D'ORDRE N : M N (K) [ANNEAU, MÊME ALGÈBRE] 151

Démonstration (*) : Attention, pour T r (A + B ), chaque matrice est (n; n).

Pour : T r (Bpn :Anp) = T r (Anp :Bpn), notons : B:A = C = ( cik ).

On a : T r (BA ) =
pX

i =1

cii =
pX

i =1

nX

j =1

bij aj i ; et sous cette dernière forme, on reconnait :T r (AB ) !

3. Conséquence : Trace d'un endomorphisme en dimension �nie.
Soit f un endomorphisme représenté parA dans la baseB et par P � 1:A:P dans B0.

On a T r (P � 1:A:P ) = T r (A:P:P � 1) = T r (A), qui est donc indépendante de la base choisie !

On appelle T r (f ), f endom. en dim. �nie, la trace de n'importe qu'elle matrice représentant f .

Question : Que représenteT r (f ) ? Dans le cas général, ce n'est pas clair.

Exercice : Dans le cas particulier des projecteurs, en dimension �nie, T r (p) = rg(p). cf. Ex.5.(a).

Véri�ons déjà sur l'exemple vu, f projecteur : rg(A) = T r (A) = 2 = T r (D ).

22.3 Matrices carrées d'ordre n : M n(K) [Anneau, même algèbre]

22.3.1 Les 3 opérations (révision)

+ des matrices ; � des matrices [loi interne dansM n (K)] ; . par une constante deK [loi externe].

On sait que M n (K) est un e.v. surK de dimensionn2 (ayant E = Kn , dimE = n) ; et que, si

dimE > 2, c'est un anneau non commutatif, non intègre. Attention (A � B = A � C; A 6= O) 6) B = C.

22.3.2 Matrices carrées particulières

1. hk : �! x 7�! k:�! x , homothétie vect. de rapport k, si k 6= 0 a pour matrice dans toute base: k:I n .

2. La proj. vect. sur V ect(�! { ; �! | ) // V ect(
�!
k ) dans (�! { ; �! | ;

�!
k ) a pour matrice :

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 0

1

A .

Tandis que

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 � 1

1

A est la matrice de la sym. vect./ V ect(�! { ; �! | ) // V ect(
�!
k ) dans (�! { ; �! | ;

�!
k ).

3. Soit D =

0

B
B
@

� 1 0 ::: 0
0 � 2 ::: 0
:::
0 0 ::: � n

1

C
C
A , T =

0

B
B
@

� 1 � ::: �
0 � 2 ::: �
:::
0 0 ::: � n

1

C
C
A :

�
D est appelée matrice diagonale(carrée)
T appelée triangulaire supérieure (carrée)

Calculs à bien voir : Pour les matrices diagonales :D:D 0 = D 0:D et D k , k 2 N� facile.

Pour les triangulaires : T; T0 triang. sup. ) T:T0 aussi (exercice) maisT:T0 6= T0:T en général.

Surtout T inversible ()
nY

k=1

� k 6= 0 qui vaut donc aussi pour les matrices diagonales.

Analogue pour les matrices triangulaires inférieures (tT triangulaire inférieure).

Démonstration : Bien connaitre le cas des matrices diagonalespour commencer. Ensuite, véri�er que�
� a
0 �

�
:
�

� 0 a0

0 � 0

�
=

�
�:� 0 :::

0 �:� 0

�
6=

�
� 0 a0

0 � 0

�
:
�

� a
0 �

�
=

�
�:� 0 �

0 �:� 0

�
en général. Equivalences

(( =) Si
nY

k=1

� k 6= 0 : résolvant T � X = O, on a X = O d'où T(n;n ) est injective ; donc bijective.

(=) ) Inversement, si� k = 0 , �! v 1; :::�! v k sont dansV ect(�! e1 ; :::; �! e k� 1) : (pourquoi ?) donc liés!

L'endomorphisme associé n'est pas bijectif (l'image d'unebase non base) ;T non inversible.
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M+ Exercices : Calcul matriciel PTSI

1. Calcul deM n Soit A =
�

b b� a
� a � b � b

�
; T =

�
a c
0 b

�
; C =

0

@
1 2 3
0 1 2
0 0 1

1

A ; J =

0

@
0 1 1
1 0 1
1 1 0

1

A .

(a) Calculer A2 puis An , n 2 N� . (A1917 ? )

(b) Calculer T2; T3; puis Tn , n 2 N� . [Rappeler l'identité an+1 � bn+1 = ? ]

(c) En écrivant C = I 3 + N [Binôme de Newton, N nilpotente commutant avec I ], calculer C13.

(d) Calculer J 2 en fonction de I = I 3 et J ; en déduire queJ est inversible et préciser J � 1.
Préciser le reste de la division de xn par x2� x� 2. Puis : J n . (par "polynôme annulateur".)

2. Utilité du calcul de M n , M matrice. Soit (un ); (vn ) :
�

un+1 = 3un + 2vn

vn+1 = un + 2vn
et X n =

�
un

vn

�
:

(a) Trouver A telle que X n+1 = A:X n ; en déduire queX n = An :X 0.

(b) On va chercher An par un changement de base ici.
Notons A = Matr [f; (�! { ; �! | )], f endomorphisme. Calculer f (�! { � �! | ) puis f (2�! { + �! | ).

Déduire 9P inversible : P � 1:AP = D, où D = diag(1; 4) (car ci-dessus f (�! u ) = �! u ;

f (�! v ) = 4 �! v .) Conclure que : A = P:D:P � 1 ; An = P:Dn :P � 1 et achever les calculs.

3. Soit A, B carrées telles queA+ B + AB = O ; montrer queAB = BA . [Ind. Calculer (I + A)( I + B ).]

4. Pour A =
�

4 7
� 2 � 5

�
préciser C(A) = f M : A �M = M �Ag. Montrer que M 2 = A =) M 2 C(A).

5. Avec la trace (a) Prouver que pour un projecteur, en dimension �nie, T r (p) = rg(p).
�

Base
judicieuse

�
.

(b) Montrer qu'on ne peut pas trouver deux matrices (carrées)A; B telles queAB � BA = I n .

6. Véri�er que I 2 et A =
�

1 1
0 1

�
ont même rang, trace, déterminant ; mais ne sont pas semblables.

7. Discussionde l'équation f (�! x ) =
�!
b (� ), f 2 L (E; F ) Que dire si

�!
b 62Im (f ) = f (E) ?

On suppose maintenant
�!
b 2 Im (f ) et soit �! x1 une solution. Véri�er alors (� ) , �! x � �! x1 2 Ker (f ).

Donc �! x = �! x1 +
�!
t ,

�!
t dans Ker (f ), noté "�! x = �! x1 + Ker (f )", énoncé comment ?

1er exemple: Anp :X p1 = Bn1: Nombre de solutions selon le rangr = rg(A) (quand il y en a).

2ème exemple: y 7�!
f

a(x)y0+ b(x)y. Ici (� ) est : f (y) = c(x). Préciser le cadre convenable.

8. Soit A l'ensemble des matrices du type
�

a + b a� b
a � b a+ b

�
; a; b2 R ; U =

�
1 1
1 1

�
; V =

�
1 � 1

� 1 1

�
.

Montrer que A est un sous e.v. deM 2(R). Calculer U2; V 2; UV; V U; structure de (A ; + ; �) ?

9. Soit A = f a:A + b:I2; a; b 2 Rg; A =
�

4 7
� 2 � 5

�
. Montrer que A est un sous e.v. deM 2(R). De

A2 + A � 6I = O, déduire queA est stable par�. Résoudre x2 = x dans A ; véri�er que les solutions
autres queO et I forment une base ; déduire queA est un sous-anneau commutatif ( !), non intègre.



Chapitre 23

Déterminants 2x2, 3x3, etc.

23.1 Déterminants 2x2

23.1.1 Notations

Soit le système 2x2(S) :
�

ax + by = c
a0x + b0y = c0 (S) () x�! v 1 + y�! v 2 =

�!
b () A:X = B () f (�! x ) =

�!
b .

où : �! v 1 =
�

a
a0

�
; �! v 2 =

�
b
b0

�
;

�!
b =

�
c
c0

�
; A =

�
a b
a0 b0

�
; B =

�
c
c0

�
, X =

�
x
y

�

et : f endomorphisme de matriceA, tout cela , dans la base canonique deK2 par exemple.

Remarques On est en dim. 2 et A est carrée.

� D'où ( �! v 1; �! v 2) libres () générateurs() base() A inversible () f bij. () f inj. () f surj. !

� Dans le cas de matrice inversible :

le système a une solution unique ; celà8
�!
b (quel que soit le second membre), à savoir: X = A � 1:B .

23.1.2 Résolution

Posons D =

�
�
�
�
a b
a0 b0

�
�
�
� = a:b0 � b:a0; Dx =

�
�
�
�
c b
c0 b0

�
�
�
� = c:b0 � b:c0, Dy =

�
�
�
�
a c
a0 c0

�
�
�
� = a:c0 � c:a0 de même :

Théorème
On a A inversible () D 6= 0 , D étant appelé déterminant principal ; dans ce cas on dit

système de Cramer, l'unique couple solution estx =
Dx

D
; y =

Dy

D
. Si D = 0 , on regarde.

Démonstration
1) Voir que D = 0 () �! v 1; �! v 2 liés (exercice). De même formules de Cramer laissées ;et cf. III.

2) Si D = 0

8
>><

>>:

Remarquons pourf (�! x ) =
�!
b : � Soit

�!
b 62Im (f ) : ce qui équivaut à pas de solution.

� Soit
�!
b 2 Im (f ) : au moins une solution�! x1 et alors (linéarité) " �! x = �! x1 + Ker (f )"

dans ce cas, il y a : dimKer (f ) = (nombre d'inconnues� rang) lettres arbitraires.

Exemple Résoudre
�

m:x + y = m � 1
x + my = m2 + 1

On a D = m2 � 1. Donc pour m 6= � 1, une solution unique (�nir les calculs).

Si m = 1 , le système devient
�

x + y = 0
x + y = 2

Impossible.

Si m = � 1, on a
�

� x + y = � 2
x � y = 2

() x � y = 2 In�nité de solutions (une droite a�ne).

153
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23.2 Déterminants 3x3

23.2.1 Notations et résultats énoncés

Soit A =

0

@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1

A ; on va considérer dét(A) =

�
�
�
�
�
�

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

�
�
�
�
�
�
: Si �! v 1

0

@
a11

a21

a31

1

A ; �! v 2; �! v 3 analogues,

exprimés en baseB(�! e1; �! e2 ; �! e3) de E, on dira aussi que c'est : détB(�! v 1; �! v 2; �! v 3).

1. dét(A) est un nombre [on dit "forme"] et dét(A) 6= 0 , A inversible , �! v 1; �! v 2; �! v 3 nouvelle base.

2. Linéarité /1ère colonne.
� détB(�! u 1 + �! v 1; �! v 2; �! v 3) = dét B(�! u 1; �! v 2; �! v 3) + dét B(�! v 1; �! v 2; �! v 3) et

� détB(� �! v 1; �! v 2; �! v 3) = �: détB(�! v 1; �! v 2; �! v 3) Idem / chaque colonne : "forme trilinéaire".

D'où 1) détB(�! v 1 + � �! v 2; �! v 2; �! v 3) = dét B(�! v 1; �! v 2; �! v 3) + 0 [développer le terme à gauche]

2) dét(�:A ) = � 3:dét(A) ; alors que pour les dét 2x2 :

�
�
�
�
�:a �:b
�:c �:d

�
�
�
� = � 2:

�
�
�
�
a b
c d

�
�
�
� !

3. Si on transpose 2 colonnes, on change le signe : forme trilinéaire "alternée" (ou "antisymétrique").

D'où détB(�! v 2; �! v 3; �! v 1) = dét B(�! v 1; �! v 2; �! v 3) (2 changements de signes.)

4. Développement suivant une colonne deA = ( ai;j ).
� Supprimons lignei , colonnej : il reste un déterminant 2x2, notéD ij appelé mineur relatif àaij .

� Posons ensuite � ij = ( � 1)i + j :D ij � ij est appelé cofacteur deaij

Exemple : le cofacteur dea32 est (� 1)3+2 :

�
�
�
�
a11 a13

a21 a23

�
�
�
� . Les signes :

0

@
+ � +
� + �
+ � +

1

A .

� Développement/Colonne 2 : dét(A) = a12:� 12 + a22:� 22 + a32:� 32. Idem / autres colonnes.

D'où 1)

�
�
�
�
�
�

� 1 0 0
� � 2 0
� � � 3

�
�
�
�
�
�

= � 1:� 2:� 3. [Colonne 3] On retrouve A (triang.) inversible ()
3Y

k=1

� k 6= 0 .

2)

�
�
�
�
�
�

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

�
�
�
�
�
�

= a11:a22:a33 + a21:a32:a13 + a31:a12:a23 � a31:a22:a13 � a21:a12:a33 � a11:a32:a23.

C'est la règle de Sarrus: Mais si A contient des lettres, on vise une expressionfactorisée .

23.2.2 Des exemples

� D =

�
�
�
�
�
�

1 4 13
2 5 17
3 6 19

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1 0 13
2 � 3 17
3 � 6 19

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1 0 0
2 � 3 � 9
3 � 6 � 20

�
�
�
�
�
�

= ( � 3):(� 1):

�
�
�
�
�
�

1 0 0
2 1 9
3 2 20

�
�
�
�
�
�

= 3 :

�
�
�
�
�
�

1 0 0
2 1 0
3 2 2

�
�
�
�
�
�

= 3 :2 = 6

(En faisant C2  C2 � 4C1 ; puis C3  C3 � 13C1 ; mise en facteursC2; C3 ; C3  C3 � 9C2 ;...)

� D =

�
�
�
�
�
�

1 cos(x) cos(2x)
cos(x) cos(2x) cos(3x)
cos(2x) cos(3x) cos(4x)

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1 cos(x) 2:cos(x):cos(x)
cos(x) cos(2x) 2:cos(2x):cos(x)
cos(2x) cos(3x) 2:cos(3x):cos(x)

�
�
�
�
�
�

(avec C3  C3 + C1)

Et donc : D = 0 (pour tout x 2 R) car les vecteurs colonnes sont liées.

� D =

�
�
�
�
�
�

1 a 2a
a 1 a
2a 2a 1

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1 a � 1 2a � 1
a 1 � a 0
2a 0 1� 2a

�
�
�
�
�
�

= ( a � 1)(2a � 1)

�
�
�
�
�
�

1 1 1
a � 1 0
2a 0 � 1

�
�
�
�
�
�

= ( a � 1)(2a � 1)(3a + 1)

(�n par Sarrus ; on aurait pu faire C2 � C1 ... L'important est qu'on sache quandD est non nul).
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23.2.3 Autres résultats

1. dét(t A)=dét( A) Donc
� Le caractère linéaire a lieu sur chaque ligne.
� Egalement le caractère alterné.
� En�n, on peut développer par rapport à une ligne.

Dans l'exemple vu : PourD =

�
�
�
�
�
�

1 a 2a
a 1 a
2a 2a 1

�
�
�
�
�
�

: si on remplaceL 1 par L 1 + L 2 + L 3 sans

changer le résultat, on voit que 3a + 1 se met de suite en facteur.

2. dét(B:A )=dét( B ).dét(A). (matrices carrées). Donc
� Souvent B:A 6= A:B ; cependant même déterminant (et même trace).

� Si A inversible, A:A � 1 = I n = A � 1:A donne dét(A � 1).dét(A)=1 ; donc dét(A � 1) = 1/dét (A):
� Déterminant d'un endomorphisme en dim �nie (2 ou 3) :

On a donc f représenté parA ou par P � 1AP selon les bases ; or dét(P � 1AP )=dét( A). D'où

Dé�nition
Pour f endomorphisme en dim. 2 ou 3, on appelle dét(f ) le déterminant de

n'importe quelle matrice représentant f:

3. Remarques
� Pour A carrée, dét(t A:A ) = dét(A)2.
� T r (B:A ) inconnue ; dét(A + B ) inconnu.

� Si A33 antisymétrique : t A = � A ) dét(t A) =
�

dét(A) et :
(� 1)3:dét(A)

donc dét(A)=0.

Mais faux pour les matrices antisymétriques 2x2 :

�
�
�
�
0 � c
c 0

�
�
�
� = c2.

23.2.4 Déterminant de Van Der Monde

Il s'agit de D =

�
�
�
�
�
�

1 a a2

1 b b2

1 c c2

�
�
�
�
�
�

= V (a; b; c). On a D = ( b� a)(c � a)(c � b) ; donc D 6= 0 , a; b; cdistincts.

Démonstration1

D =

�
�
�
�
�
�

1 a a2

0 b� a (b� a)(b+ a)
0 c � a (c � a)(c + a)

�
�
�
�
�
�

= ( b� a)(c � a)

�
�
�
�
�
�

1 a a2

0 1 b+ a
0 1 c + a

�
�
�
�
�
�

= ( b� a)(c � a):

�
�
�
�
1 b+ a
1 c + a

�
�
�
� = :::

23.2.5 Généralisation

� Tout se généralise au casn = dim(E) > 3, sauf la règle de Sarrus (un dét. 4x4 a 4 ! = 24 termes).

� Par exemple : Pourf endomorphisme, (f bijectif) () dét(f ) 6= 0 ; et dét(gof )=dét( g).dét(f ).

Ou encore, dét(�:A ) = � n .dét(A). Exercices (**) : dét(j i � j j)n;n = ( � 1)n� 1:(n � 1):2n� 2

[déjà, casn = 4 ] ;

�
�
�
�
A B
0 C

�
�
�
� = dét(A). dét(C) ;

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 2 3 ::: n
n 1 2 ::: n � 1

n � 1 n 1 ::: n � 2
:::
2 3 ::: n 1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

= ( � 1)n� 1:
nn� 1:(n + 1)

2
.

1 Autre preuve :

Soit D (x) =

�
�
�
�
�
�

1 a a2

1 b b2

1 x x 2

�
�
�
�
�
�

: D (x) est un polynôme en x de degré au plus 2, de terme dominant

�
�
�
�
1 a
1 b

�
�
�
� :x2 ;

Si b = a, déterminant nul : 2 lignes égales.
Si b 6= a, c'est un polynôme de degré 2, nul ena; b distinctes ; donc D (x) = ( b � a)( x � a)( x � b).
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23.3 Utilisations

23.3.1 Système carré 3x3

Soit (S)

8
<

:

ax + by+ cz = d
a0x + b0y + c0z = d0

a" x + b" y + c" z = d"
. Comme pour les systèmes 2x2, on dé�nit :D [déterminant principal]

et Dx [remplaçant Colonne desx par Celle du 2è membre],Dy , Dz : idem.

Alors D 6= 0 () A inversible ; solution uniquex =
Dx

D
; y =

Dy

D
; z =

Dz

D
. Si D = 0 , on regarde.

Démonstration des "formules de Cramer": où l'on voit l'importance de la linéarité.
Déjà (S) () x�! v 1 + y�! v 2 + z�! v 3 =

�!
b . Pour x [et analogue pour les autres]

on a : dét(
�!
b ;�! v 2; �! v 3) = dét(x�! v 1 + y�! v 2 + z�! v 3; �! v 2; �! v 3) = x.dét(�! v 1; �! v 2; �! v 3). Donc : Dx = x:D .

Exemples (S1)

8
<

:

2x + �y � z = 5
(� � 5)x + 3y + 7z = 7
x + 3y + 2z = 4

(S2)

8
<

:

x + y + (1 � m)z = m + 2
(1 + m)x � y + 2z = 0

2x � my + 3z = m + 2

Pour (S1) D 6= 0 () � 62 f1; 6g; si D = 0 , pivot de Gauss. Pour (S2), D = m(m � 2)(m + 2) .

23.3.2 Matrice inverse d'une matrice carrée

On a A inversible () det(A) 6= 0 ; dans ce casA � 1 =
1

det(A)
:

0

@
Matrice

transposée
des cofacteurs

1

A et dét(A � 1) =
1

det(A)
.

Démonstration

Car : A:

0

@
x1

x2

x2

1

A =

0

@
y1

y2

y3

1

A =) x1 =
1

det(A)
:

�
�
�
�
�
�

y1 a12 a13

y2 a22 a23

y3 a32 a33

�
�
�
�
�
�

=
1
D

[y1:� 11 + y2:� 21 + y3:� 31]; x2; x3 idem.

Remarques
� Pour une matrice 3x3, ça fait 10 déterminants ! (et transposer) ! C'est donc une formule théorique.

� Si matrice 2x2 :
�

a b
c d

� � 1

=
1

ad � bc
:
�

d � b
� c a

�
: Et det(A � 1) =

1
(ad � bc)2 :(ad � bc) !

23.3.3 Equation d'un plan vectoriel de R3 (sur un exemple déjà vu avec le Pivot)

� 1ère solution: �! x

0

@
x
y
z

1

A 2 � = V ect[

0

@
1
1
1

1

A ;

0

@
1
2
3

1

A ] () 9 �; � : �:

0

@
1
1
1

1

A + �:

0

@
1
2
3

1

A =

0

@
x
y
z

1

A ... cf. ch. E.v.

� 2ème solution: chercher(a; b; c) 6= (0 ; 0; 0) : � ait une équation du type ax + by+ cz = 0 (�! u ; �! v 2 � ).

� 3ème solution �! x =

0

@
x
y
z

1

A 2 � ()

�
�
�
�
�
�

1 1 x
1 2 y
1 3 z

�
�
�
�
�
�
= 0 . (=) ) 3 vecteurs d'un plan sont liés, dét. nul.

(( = ) Inversement : ces 3 vecteurs sont donc liés ;9�; �; 
 non tous nuls : �: �! u + �: �! v + 
: �! x =
�!
0 . Alors


 6= 0 sinon �! u ; �! v seraient liés : or on a un vrai plan ! Celà termine : �! x = � 1=
: (�: �! u + �: �! v ).

Remarques �nales

� Orientation d'un e.v. réel de dim 3 : Soit B et B0 deux bases deR3. On a détB(B0) 6= 0 . Donc, sur R,
détBB0 > 0 ou détBB0 < 0. On dit que B0 a la même orientation queB ; ou bien l'orientation inverse.

� Si B et B0 sont orthonorméeson verra [R3 e.v. euclidien] que dét(PB!B 0)= dét BB0 = � 1. Donc avec
PB!B " = PB!B 0:PB0!B " , si B et B0 o.n. directes, on déduit detB(�! u ; �! v ; �! w ) = detB0(�! u ; �! v ; �! w ). C'est le

"produit mixte", noté Dét( �! u ; �! v ; �! w ) ou [�! u ; �! v ; �! w ] : dét. dans n'importe quelle base o.n.d. !(ch.24) Et

Dét(�! u ; �! v ; �! w ) = [ �! u ; �! v ; �! w ] = ( �! u ^ �! v ) � �! w . D'où : �! x 2 � () (�! u ^ �! v ) � �! x = 0 . Solution 3bis) !
Retenir : V ect(�! u ; �! v ) ? �! u ^ �! v , (�! u ; �! v ) libres.
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23.4 (*) Exercices en compléments

23.4.1 Matrices à diagonale dominante (Théorème d'Hadamar d)

Soit A = ( aij ) une matrice telle que8i; j aii j >
nX

j 6= i ; j =1

j aij j ; montrer que A est inversible. Corrigé:

� L'énoncé dit que sur la lignei (i quelconque)j aii j> Somme des valeurs absolues (ou modules) des
autres termes (surC peut-être).

� Pour les matrices 2x2
�

a b
c d

�
, celà donnej a j> j b j; j d j> j c j ; et il est clair que dét(A) 6= 0 .

Mais on ne va pas continuer avec les déterminants, même pourn = 3 :

� Contraposée : siA non inversible, 9� k non tous nuls tels que
nX

k=1

� k :�! v k =
�!
0 .

Soit i tel que j � i j= max j � k j> 0: Alors pour cette ligne i : � � i :aii =
X

k6= i ; 16 k6 n

� k :aik .

On divise par � i ; on prend les modules ; l'inégalité triangulaire conclut.

23.4.2 Polynômes d'interpolation de Lagrange

Soit a0; :::; an n + 1 valeurs distictes deR ou de C noté K.

On considère, pourk 2 [[0; n]], les polynômesL k (x) =
(x � a0):::(x � ak� 1)(x � ak+1 ):::(x � an )

(ak � a0):::(ak � ak� 1)(ak � ak+1 ):::(ak � an )
où le terme manquant en haut est(x � ak ) et en bas(ak � ak ); pour k variant de 0 à n:

1. Préciser les valeurs deL i (aj ) à l'aide du symbole de Kronecker� ij = 0 si i 6= j et 1 si i = j .

2. Montrer que l'on a une base deKn [x]. Composantes du polynômeP(x) ? Que dire de
nX

i =0

L i (x) ?

3. Pour n = 2 , K = R, a0 < a 1 < a 2 dessinerL 0; L 1; L 2 (3 paraboles et q.1).

23.4.3 Autres énoncés

1. Noyau et image d'endomorphisme. a)
�

x0 = (1 + m)x + 3y
y0 = � x + (1 � m)y

b)

8
<

:

x0 = x + a:z
y0 = ( a � 1)x + ( b� 1)y

z0 = y + b:z

[Pour a) 2 valeurs particulières dem à voir. Pour b) cas où, au choix,f bij., dét( f ) 6= 0 , rg(f ) = 3 ;
Ker (f ) = f

�!
0 g, Im (f ) = E, A inversible. Puis : si autres cas (lieu de (a; b) ?) voir rg(f ) = 2 .]

2. Rang de :A =

0

B
B
@

1 2 3 � 1
2 1 7 � 7
3 0 2 5
1 4 0 7

1

C
C
A B =

0

@
1 1 1 1
1 2 a b
1 3 2a � 1 c

1

A [Op. élémentaires avec ou sans noyau.]

3. Soit f un endomorphisme tel que f n� 1 6= O; f n = O; n > 1: n est dit indice de nilpotence.

Montrer l'existence de �! u tel que �! u ; f (�! u ); :::; f n� 1(�! u ) soit libre. Et donc : n 6 dim(E).
On prend n = 3 = dimE . Matrice de f dans la base(f 2(�! u ); f (�! u ); �! u ) ? Existence d'une telle ap-
plication ? Déduire que'of = fo' , ' = a:Id+ bf + cf 2 ; puis que l'équation' 2 = f est impossible.

4. Soit f; g endomorphismes tels quefog � gof = Id . Prouver fogn � gnof = n:gn� 1; n 2 N� .

Rappeler pourquoi est-ce impossible en dimension �nie (avec la Trace).

Cas deR[x] g : P(x) 7! x:P (x) et f : P(x) 7! P0(x) ?
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M+ Exercices : Déterminants PTSI

1. Calculs (a) Factoriser

�
�
�
�
�
�

1 a a3

1 b b3

1 c c3

�
�
�
�
�
�

(b) Véri�er

�
�
�
�
�
�

a b c
c a b
b c a

�
�
�
�
�
�
= ( a+ b+ c)(a+ bj + cj 2)(a+ bj2+ cj )

2. (a) Factoriser

�
�
�
�
�
�

1 cos(a) sin (a)
1 cos(b) sin (b)
1 cos(c) sin (c)

�
�
�
�
�
�

(b) Soit D =

�
�
�
�
�
�

sin (a1 + b1) sin (a1 + b2) sin (a1 + b3)
sin (a2 + b1) sin (a2 + b2) sin (a2 + b3)
sin (a3 + b1) sin (a3 + b2) sin (a3 + b3)

�
�
�
�
�
�

:

Montrer que la colonnej de D s'écrit sin (bj ):�! c + cos(bj ):�! s ; �! c ; �! s �xes : D = 0 !

3. Soit le système

8
<

:

x + y � 3z = � 13
2x + y � 2z = � 8

x + y + z = 3

(
Calculer le déterminant principal. Conclusion ?
Que penser d'une résolution par les déterminants ?

4. Equation cartésienne de V ect

0

@
1
2
3

1

A ;

0

@
� 1
2
5

1

A dans R3 ? [C'est une question de cours.]

5. Divers et autres systèmes: (a) Montrer que : A nilpotente =) dét(A) = 0 .

(b) Résoudre

8
<

:

�x + y + z = 1
x + �y + z = �
x + y + �z = � 2

. (c) Soit

8
<

:

x + ay + a2z + a3 = 0
x + by+ b2z + b3 = 0
x + cy + c2z + c3 = 0

aveca; b; cdistincts :

ce dernier : montrer qu'on a une solution unique ;

(*) puis sans calculs que: x = � abc; y= ab+ ac+ bc; z= � (a + b+ c) !

6. Révisions. Dans E espace vectoriel de dim. 2, muni d'une base (�! { ; �! | ), trouver la matrice A
de la symétrie vectorielle s par rapport à la droite vectorielle y = � x de direction y = 2x ?

Indications Justi�er que s(�! { � �! | ) = �! { � �! | ; calculer de mêmes(�! { + 2 �! | ) ; en déduire la
matrice A0 de s en base ( ?) (�! u = �! { � �! | ; �! v = �! { + 2 �! | ). Justi�er que dans (�! { ; �! | ) la matrice
est A = P:A0:P � 1, P à préciser et �nir les calculs. (Et si B proj. sur y = � x // y = 2x ?)

Véri�er avec la trace ; le déterminant ; puis avecA2. Pourquoi a-t-on ici A � 1 = A ? [Usuellement,
on part d'une matrice et on en donne une description géométrique. Ici, c'est l'exercice inverse.]

7. Calculer M n pour A =
�

1 1
� 1 0

�
; B =

0

@
1 1 1
1 1 1
1 1 1

1

A ; C =

0

@
1 a b
0 1 c
0 0 1

1

A [C = I + N ici].

8. Inverser :A =
�

a b
c d

�
dét(A � 1) ?

0

@
2 3 2
4 � 2 3
1 1 1

1

A ;

0

@
1 0 1
0 1 1

� 1 1 1

1

A ;

0

@
2 4 3
0 1 1
2 2 � 1

1

A [celle-ci déjà vue].

Les déterminants sont facultatifs etsouvent médiocres ici .

9. Curiosité : Soit B32 et A23 ; dét(BA ) et dét(AB ) existent ; on se demande s'ils sont égaux !

Véri�er que dét( AB ) 6= 0 dans le cas A =
�

1 0 �
0 1 �

�
; B =

0

@
1 0
0 1
0 0

1

A . Calculer dét(BA ).

(*) En général : rappeler pourquoi rg(BA ) 6 min [rg(A); rg(B )] 6 2; conséquence sur dét(BA ) ?



Chapitre 24

Géométrie de l'espace R3

24.1 Espace a�ne E = R3 ; espace vectoriel associé.

24.1.1 Points, Vecteurs [On revient aux points ici !]

R3 étant l'ensemble des triplets de réels. On considère :

� soit R3 = E comme ensemble de points; on dira ici : espace a�ne E. (1; 2; � 5) sera un point A.
� soit R3 = E comme ensemble des vecteurs associés(bien voir la notation, ici) : on dit alors l'espace vectoriel

E associé à l'espace a�neE. (�; � 1; 4) sera ici un vecteur �! u , dans ce contexte !

La donnée de trois vecteurs non coplanaires(�! { ; �! | ;
�!
k ) est une base deE = R3.

La donnée d'une origine (un pointO) et d'une base deE est un repère deE = R3 a�ne : (O; �! { ; �! | ;
�!
k ).

Lien entre E et E : Soit A 2 E ; alors M 2 E ,
��!
AM 2 E (Notation de Grassman :M = A +

��!
AM )

et on peut changer de point-origine avec la relation de Châsles :
��!
AM =

��!
AB +

��!
BM .

24.1.2 Le plan a�ne dans E muni d'un repère

Le plan a�ne P(A(x0; y0; z0), dirigée par le plan vectoriel �( �! u ; �! v vecteurs noncolinéaires) est tel que

M 2 P ,
��!
AM 2 V ect(�! u ; �! v ) , 9 �; � 2 R :

��!
AM = �: �! u + �: �! v �; � "paramètres" décrivant R.

Un systèmed'équations paramétriquesd'un plan a�ne contient 2 paramètres : peu commode !

On préfère pour le plan , une équation cartésienne.

Deux exemples

1. Equation cartésienne du plan P[A(1; 0; 1); �! u (1; 1; 1); �! v (1; 2; 3) non colinéaires.]

Raisonner par équivalence.M 2 P , 9 �; � 2 R

8
<

:

� + � = x � 1 (1)
� + 2 :� = y � 0 (2)
� + 3 :� = z � 1 (3)

(1) et (2) donnent :

� = y � x + 1; � = 2x � y � 2: En reportant dans (3) trouver : x � 2y + z = 2 ou toute

autre équation proportionnelle. Faire aussi avec det(�! u ; �! v ;
��!
AM ) = 0 (idem.)

2. Bien voir que : 2x � y = 1 désigne un PLAN a�ne // 0z (non pas une droite !)

Théorème
En cartésiennes, une équation du planP est du type ax + by+ cz = d; (a; b; c) 6= 0 :
On obtient les plans parallèles en ne faisant que varier que le coe�cient d. Ainsi :

ax + by+ cz = 0 est aussi appelé plan vectoriel� , directeur du plan a�ne P:

Démonstration généraleavec lesdéterminants (*) : Le plan vectoriel associé [vu] :det(�! u ; �! v ; �! x ) = 0 .

Le plan a�ne a pour équation : det(�! u ; �! v ;
��!
AM ) = 0 . Car :

��!
AM = � �! u + � �! v ) vecteurs liés. Et :

Si vecteurs liés :a�! u + b�! v + c
��!
AM =

�!
0 , (a; b; c) 6= (0 ; 0; 0) ; �! u ; �! v libres ) c 6= 0 :

��!
AM = �: �! u + �: �! v !

159
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24.1.3 La droite (a�ne) dans E muni d'un repère

La droite dé�nie par A(x0; y0; z0), dirigée par �! u 6=
�!
0 est telle queM 2 D , 9 � 2 R :

��!
AM = �: �! u .

ou 9� 2 R :

8
<

:

x � x0 = �:�
y � y0 = �:�
z � z0 = �:


en paramétriques. En cartésiennes,
x � x0

�
=

y � y0

�
=

z � z0



avec

la convention : Quand on a, dansR,
p
�

=
q
�

= ::: avec au moins un dénominateur non nul :

si un dén. est nul, le numérateur correspondant aussi ! (en e�et, le rapport existe dansR, noté � ).

Comme ax + by = c, (a; b) 6= (0 ; 0) est un PLAN a�ne dans R3 (d'ailleurs// Oz aisément !) on a :

Dans R3 a�ne, une droite a�ne en cartésiennes apparaît comme intersection de 2plans a�nes
non parallèles; il y a donc 2 équations cartésiennes pour une droite a�ne de R3.

En paramétriques : 1 paramètre ; en cartésiennes : 2 équations. Droite préférée en paramétriques.

Ainsi D(A(1; 2; 3); �! u (1; � 1; 1))
��!
AM = � �! u en cart.

x � 1
1

=
y � 2
� 1

=
z � 3

1
x + y = 3 \ y + z = 5 .

Résumé
� Dans R3, un plan a�ne est plus commode en cartésiennes : 1 seule équat ion.

� Mais une droite a�ne est plus commode en paramétriques : 1 seu l paramètre.

24.2 Espace vectoriel euclidien E = R3 : vecteurs et produit scalaire

24.2.1 Angles et normes de vecteurs [à nouveau l'orthogonal ité !]

1. Dé�nition du produit scalaire .

Soit 2 vecteurs�! u =
�!
OA; �! v =

��!
OB, on dé�nit le produit scalaire par :

�! u � �! v = k�! u k:k�! v k:cos(� ) où � = angle(�! u ; �! v ). Donc k�! u k2 = �! u � �! u ; k�! u k =
p �! u � �! u .

A noter
1) On a donc l'inégalité Cauchy-Schwartz : j �! u � �! v j6 k�! u k:k�! v k: (�! u :�! v < 0 possible !)

2) �! u et �! v sont orthogonaux, �! u ��! v = 0 . Et
�!
0 est le seul vecteur orthogonal à lui-même .

2. Propriétés Un p.s. est uneforme bilinéaire symétrique, dé�nie, positive :
1) On a �! u � �! v 2 R : on dit pour ceci "forme".
2) Linéarité par rapport au 1er vecteur (a:�! u 1 + b:�! u 2) � �! v = a:(�! u 1 � �! v ) + b:(�! u 2 � �! v )

Et aussi par rapport au 2ème vecteur : on dit forme "bilinéaire".
3) �! u � �! v = �! v � �! u : On dit forme bilinéaire "symétrique".
4) 8 �! u 2 E = R2 : �! u � �! u > 0 : "positive".
5) En�n �! u � �! u = 0 ) �! u =

�!
0 : dé�nie". [Preuves en exercices (*)]

3. Norme de vecteurs �! u 7! k �! u k est une "norme", c'est dire k�! u k 2 R+ et 3 autres axiomes :

1) k�! u k = 0 ) �! u =
�!
0 2) k�: �! u k = j � j :k�! u k pour � réel.

3) En�n l'inégalité triangulaire, appelée ici de Minkowski : k�! u + �! v k 6 k�! u k + k�! v k.

Démonstration 1) vu. 2) vu aussi car : (�: �! u ) � (�: �! u ) = � 2:(�! u � �! u ) ; etc.

3) Calcul essentiel : k�! u + �! v k2 = ( �! u + �! v ) � (�! u + �! v ) = �! u � �! u + �! u � �! v + �! v � �! u + �! v � �! v ; par
bilinéarité ; par symétrie k�! u + �! v k2 = kuk2 +2 �! u � �! v + k�! v k2. Puis : �! u � �! v 6 j �! u � �! v j6 k�! u k:k�! v k.

Exercices � L'inégalité de (C-S) est une égalité si et seulement si�! u ; �! v sont colinéaires.

� L'inégalité de (M) est une égalité () �! u ; �! v colinéaires de même sens(car de plus : �! u � �! v > 0.)
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24.2.2 Théorèmes géométriques

1. Théorème de Pythagore généralisé ou d'Al-Khashi : k�! u + �! v k2 = k�! u k2 + 2 �! u � �! v + k�! v k2.

Démonstration vue.
Interprétation

Soit un triangle A; B; C ; BC = a, etc ; alors (
��!
BA +

�!
AC )2 =

��!
BA 2 +

�!
AC 2 + 2

��!
BA �

�!
AC ;

ou la relation des cosinus : a2 = b2 + c2 � 2bc:cos(A) car cos(� � A) = � cos(A).

Remarque. Le p.s. à l'aide de la norme : �! u � �! v =
1
2

(k�! u + �! v k2 � k �! u k2 � k �! v k2).

2. Théorème de la médiane ou du parallélogrammek�! u + �! v k2 + k�! u � �! v k2 = 2 :[k�! u k2 + k�! v k2].

Car : k�! u � �! v k2 = k�! u k2 � 2�! u � �! v + k�! v k2. Interprétation vue au chapitre C et Géométrie.

24.2.3 Bases orthonormées à 3 vecteurs, ici

Bien sûr : �! { ; �! | ;
�!
k est une base orthonormée si vecteurs orthogonaux etk�! { k = k�! | k = k

�!
k k = 1 .

1. 1er intérêt : le produit scalaire est facile.

Soit �! u = x:�! { + y:�! | + z:
�!
k ; �! v = x0:�! { + y0:�! | + z0:

�!
k ;

Dans une base quelconque, le produit scalaire est compliqué(faire le calcul comme dansR2).

Mais : �! { ; �! | ;
�!
k orthonormée =) �! u � �! v = xx 0+ yy0+ zz0; k�! u k2 = �! u � �! u = x2 + y2 + z2.

Ainsi k�! u k =
p

x2 + y2 + z2, connu !

2. 2ème intérêt : de même, les composantes sont faciles.

Ecrivons �! u = x�! { + y�! | + z
�!
k ; alors : �! u � �! { = x; �! u � �! | = y; �! u �

�!
k = z:

Et donc en base orthonormée, on a l'égalité �! u = ( �! u � �! { ):�! { + ( �! u � �! | ):�! | + ( �! u �
�!
k ):

�!
k .

Remarque importante en pratique :

Si �! e1; �! e2 ; �! e3 est une baseseulement orthogonale (donc �! e1 ; �! e2; �! e3 non nuls en particulier),

on a ici �! u =
� �! u � �! e1

k�! e1k2

�
:�! e1 +

� �! u � �! e2

k�! e2k2

�
:�! e2 +

� �! u � �! e3

k�! e3k2

�
:�! e3.

En e�et : �! u = �: �! e1 + �: �! e2 + �: �! e3 donc �! u � �! e1 = �: (�! e1 � �! e1) = �: k�! e1k2. D'où � .

24.3 Produit vectoriel, produit mixte dans l'e.v. R3

24.3.1 Produit vectoriel dans R3 espace vectoriel euclidien orienté

"E.v.e. orienté " signi�e : �! { ; �! | ;
�!
k , orthonormée, donne l'orientation ("règle du tire-bouchon" usuelle).

On dé�nit �! u ^ �! v comme le vecteur de normek�! u k:k�! v k: j sin (�! u ; �! v ) j [nul si �! u ; �! v colinéaires]
de direction orthogonale au plan vectoriel (�! u ; �! v ), de sens tel que(�! u ; �! v ; �! u ^ �! v ) soit directe.

Propriétés

�! u ^ �! v =
�!
0 () �! u ; �! v colinéaires (équivalence)

(�! u 1 + �! u 2) ^ �! v = �! u 1 ^ �! v + �! u 2 ^ �! v et (�: �! u ) ^ �! v = �: (�! u ^ �! v )
�! v ^ �! u = � �! u ^ �! v ; et donc linéarité aussi par rapport au 2ème vecteur
k�! u ^ �! v k=Aire (géométrique ici) du parallélogramme construit sur �! u ; �! v .

Démonstration en compléments (*). Bien voir par contre que �! v ^ �! u = � �! u ^ �! v .
Voyons (�! u 1 + �! u 2) ^ �! v = �! u 1 ^ �! v + �! u 2 ^ �! v , le reste étant facile. Cas�! v 6=

�!
0 sinon évident.

On va même supposer que�! v =
�!
K unitaire, car si on prend �! v = �:

�!
K , c'est aisé.
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Notons
�!
I ;

�!
J ;

�!
K une autre base orthonormée directe. Posons�! u = X:

�!
I + Y:

�!
J + Z:

�!
K et �! p = X:

�!
I + Y:

�!
J .

Assez aisément :�! u ^
�!
K = �! p ^

�!
K (même dir., même sens, module) ; comme(X:

�!
I + Y:

�!
J )^

�!
K est colinéaire

à Y:
�!
I � X:

�!
J (avec le produit scalaire) et de même norme (

p
X 2 + Y 2), on déduit facilement que :

(X:
�!
I + Y:

�!
J ) ^

�!
K = Y:

�!
I � X:

�!
J . Donc ici : �! u ^ �! v = ( X:

�!
I + Y:

�!
J + Z:

�!
K ) ^

�!
K = Y:

�!
I � X:

�!
J

et la linéarité par rapport au 1er vecteur (le caractère additif surtout) est alors bien visible !

24.3.2 Conséquence

Avec �! u = x�! { + y�! | + z
�!
k ; �! v = x0�! { + y0�! | + z0�!

k dans une base orthonormée directe quelconque, on a

donc : �! u ^ �! v = x�! { ^ (x0�! { + y0�! | + z0�!
k ) + y�! | ^ (x0�! { + y0�! | + z0�!

k ) + z
�!
k ^ (x0�! { + y0�! | + z0�!

k ) = ...

(linéarité par rapport à chaque vecteur) ou bien :
�! u ^ �! v = ::: = ( yz0 � zy0)�! { + ( zx0 � xz0)�! | + ( xy0 � yx0)

�!
k .

Que l'on retiendra ainsi :

0

@
x
y
z

1

A ^

0

@
x0

y0

z0

1

A =

0

B
B
B
B
B
B
@

�
�
�
�
y y0

z z0

�
�
�
� ou yz0� zy0

zx0 � xz0 ou
�
�
�
�
z z0

x x 0

�
�
�
�

�
�
�
�
x x 0

y y0

�
�
�
� ou xy0� yx0

1

C
C
C
C
C
C
A

!

Remarques (seule la 1ère est importante)

� Attention : Si �! u ; �! v non colinéaires,�! u ; �! v ; �! u ^ �! v est une base, mais pas forcément orthogonale !

Par contre si �! u ; �! v unitaires et orthogonaux, c'est une nouvelle base o.n. ; et même directe.

� On a encore l'identité de Lagrange: (�! u � �! v )2 + ( �! u ^ �! v )2 = k�! u k2:k�! v k2.

� Formule du double produit vectoriel �! a ^ (
�!
b ^ �! c ) = ( �! a � �! c ):

�!
b � (�! a �

�!
b ):�! c . En exercice.

24.3.3 Produit mixte dans R3 espace vectoriel euclidien orienté

On dé�nit le produit mixte par (�! u ^ �! v ) � �! w . Donc, en base o.n.d., si�! w = x" �! { + y" �! | + z"
�!
k

alors : pm, aussi appelé déterminant des 3 vect. en base o.n.d., noté au choix Dét(�! u ; �! v ; �! w ) ou

[�! u ; �! v ; �! w ] vaut :

�
�
�
�
�
�

x x 0 x"
y y0 y"
z z0 z"

�
�
�
�
�
�

= xy0z" + yz0x" + zx0y" � zy0x" � yx0z" � xz0y" (règle de Sarrus)

Remarques et interprétation
� Nous n'avons ici les déterminants qu'en base orthonormée directe (notés Dét au lieu de dét) ;

ils sont indépendants de la base o.n.d. choisie ( !) [on ne metplus �! { ; �! | ;
�!
k dans ce qui suit] car

Dét(�! u ; �! v ; �! w )�! { ;�! | ;
�!
k

= ( �! u ^ �! v ):�! w = [ �! u ; �! v ; �! w ] (notation). Cf. �n ch.23.

� Avec cette relation, on a aisément :
j produit mixte j =Volume (géométrique ici) du parallélépipède construit sur �! u ; �! v ; �! w .

Car k�! u ^ �! v k=Aire (vu) et Surf-base.hauteur = Volume du parallélépipède (...)

24.3.4 Propriétés

Les propriétés de Dét(�! u ; �! v ; �! w ) [dét. en base o.n.d.] sont celles desdéterminants.

Exemple Dét(�! u ; �! v ; �! w ) = � Dét(�! v ; �! u ; �! w ) = + Dét(�! v ; �! w ; �! u ) ; d'où (�! u ^ �! v ) � �! w = ( �! v ^ �! w ) � �! u !

Etc.
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Remarque facultative : déterminants 2x2 en base orthonormée. Soit �! u = x�! { + y�! | ; on plongeR2

dans R3 en écrivant �! u = x�! { + y�! | + 0 :
�!
k ; de même avec �! v = x0�! { + y0�! | + 0 :

�!
k . Alors :

�
�
�
�
x x 0

y y0

�
�
�
� =

�
�
�
�
�
�

x x 0 0
y y0 0
0 0 1

�
�
�
�
�
�

= ( �! u ^ �! v ) �
�!
k =

�
k�! u k:k�! v k:sin (�! u ; �! v ):

�!
k

�
�
�!
k = k�! u :k�! v k:sin (�! u ; �! v ) = Aire .

Un déterminant 2x2 en base orthonormée directe , qu'on peut écrire Dét(�! u ; �! v ) vaut donc

Dét(�! u ; �! v ) = k�! u k:k�! v k:sin (�! u ; �! v ) et représente l'Aire (alg.) du parallélogramme construit

à partir des vecteurs�! u ; �! v ; (c'est un produit mixte dans R2 si on veut ; mais terme à éviter ici).

24.4 Espace a�ne (les points ici ), euclidien (vu) : E = R3

24.4.1 Plan a�ne et sphère en repère orthonormé

1. Distance, Angle, Repère orthonormé.

Soit l'espace a�ne E = R3 : ensemble des points ; on munit l'espace vectorielE (les vecteurs
associés) d'un produit scalaire �! u � �! v = k�! u k:j�! v k:cos(� ) = xx 0+ yy0+ zz0 en base

orthonormée, qui donne angles et distances :� (A; B ) = k
��!
AB k =

q
��!
AB 2 =

q
(
��!
AB �

��!
AB ):

2. Le plan a�ne dans E = R3 a�ne euclidien avec repère orthonormé.

� Aspect vecteurs : Soit�! n 6=
�!
0 ; les vecteurs orthogonaux à�! n forment un "plan vectoriel"

noté �! n ? d'équation : �! u (x; y; z) 2 �! n ? () �! u � �! n = 0 () ax + by+ cz = 0 .

� Aspect points : le plan a�ne P[A(x0; y0; z0), orthogonal à �! n ] a pour équation :

M 2 P ()
��!
AM ? �! n ()

��!
AM � �! n = 0 qui donne a(x � x0) + b(y � y0) + c(z � z0) = 0

Théorème

Posant d = ax0 + by0 + cz0, on a P : ax + by+ cz = d, �! n (a; b; c) 6=
�!
0 étant orthogonal

au plan. De plus8M 1 2 E , on a � (M 1; P : ax + by+ cz = d) =
j ax1 + by1 + cz1 � d j

p
a2 + b2 + c2

:

Le 1er point est ci-dessus : plus facile avec un vecteur orthogonal.

Le 2ème (*) : exactement comme dans le cas Géométrie deR2, qu'on relira ici.

� Dans R3, plan a�ne en cartésiennes : 1 équation �! n �
��!
AM = 0 ou �! n �

��!
OM = cte

� Mais la droite a�ne est plus aisée en paramétriques : 1 paramè tre
��!
AM = �: �! u .

Remarque. On a vu que le plan a�ne avait pour équation dét( �! u ; �! v ;
��!
AM ) = 0 ; donc en base

orthonormée directe Dét(�! u ; �! v ;
��!
AM ) = 0 ou (�! u ^ �! v ) �

��!
AM = 0 . Correct : �! u ^ �! v ? P .

Exemple Plan orthogonal à �! n (1; 1; 2), passant parA(1; 2; 3) ; distance de l'origine au plan ?

Trouver x + y + 2z = 9 et � = 9=
p

6. Fig.

3. La sphère en repère orthonormé. Au choix :

(x � a)2 + ( y � b)2 + ( z � c)2 = R2 ; x2 + y2 + z2 � 2ax � 2by � 2cz + d = 0 ; a2 + b2 + c2 � d > 0.
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24.4.2 Problèmes d'intersection dans E = R3 a�ne euclidien

1. Intersection plan a�ne-plan a�ne ( surtout l'exemple ).
�

ax + by+ cz = d
a0x + b0y + c0z = d0 avec �! n

0

@
a
b
c

1

A 6=
�!
0 ici et �! n ? P et

�!
n0

0

@
a0

b0

c0

1

A 6=
�!
0 idem.

Théorème
Si les plans ne sont pas parallèles [, �! n ;

�!
n0 non colinéaires], l'intersection des

2 plans a�nes est une droite a�ne de E = R3. Droite a�ne dirigée par �! n ^
�!
n0.

Exemple .
�

x + y + z = 1
2:x � 3:y = 0

avec �! n

0

@
1
1
1

1

A 6=
�!
0 �! n ? P

�!
n0

0

@
2

� 3
0

1

A 6=
�!
0 et non colinéaire à�! n .

3 lettres, 2 équations ; en général 1 lettre arbitraire ; par ex. x ici : x = x; y =
2
3

x; z = 1 �
5
3

x

qu'on écrit [M = A + �: �! u ]

0

@
x
y
z

1

A =

0

@
0
0
1

1

A + x:

0

@
1

2=3
� 5=3

1

A ou

0

@
x
y
z

1

A =

0

@
0
0
1

1

A + �:

0

@
3
2

� 5

1

A .

On dit que
�

x + y + z = 1
2:x � 3:y = 0

est un système d'équations cartésiennespeu commode de D et

D(A

0

@
0
0
1

1

A ; �! u

0

@
3
2

� 5

1

A ) une représentation paramétrique
��!
AM = �: �! u �! u = �! n ^ �! n 0

2. Intersection plan a�ne-droite a�ne ( surtout l'exemple ).

P : ax + by+ vz = d, �! n

0

@
a
b
c

1

A 6=
�!
0 en cartésiennes. D :

8
<

:

x = x0 + �:�
y = y0 + �:�
z = z0 + �:


� décrit R, paramétre.

Théorème Si D non parallèle àP ou si �! u � �! n = a:� + b:� + c:
 6= 0 , alors D \ P = 1 point.

Exemple . Soit P : x + y + z = 1 et D(A

0

@
1
2
3

1

A ; �! u

0

@
2
2
1

1

A ). D :

0

@
x = 1 + 2 :t
y = 2 + 2 :t
z = 3 + t

1

A .

Déjà D non parallèle à P car �! n

0

@
1
1
1

1

A ��! u

0

@
2
2
1

1

A = 5 6= 0 . Puis en reportant :

1 + 2:t + 2 + 2 :t + 3 + t = 1 ou 5:t = � 5, t = � 1 : un unique point d'intersection : I

0

@
� 1
0
2

1

A .

[Complément : on peut éviter le choix d'un repère avecD :
��!
AM = �: �! u ; P : �! n �

��!
BM = 0 ...]

3. Droite a�ne-droite a�ne. 2 droites a�nes sont en général non coplanaires . cf. �n.

4. Complément : Intersections droite ou plan avec la sphère.

� Droite a�ne-sphère : exactement comme dans le cas deR2, à relire.
� Donc le théorème de la puissance d'un point se généralise à lasphère.
� Mais pas le théorème de l'angle inscrit. (Que dit-il ?)

� Plan a�ne-sphère. Voyons juste un calcul : Soit la sphère CM 2 = R2 ; H la projection
orthogonale deC sur P : donc le plan

��!
HM � �! n = 0 . A l'intersection : (

��!
CH +

��!
HM )2 = R2

donc
��!
CH 2 + 2 :

��!
CH �

��!
HM +

��!
HM 2 = R2 ; ou encore :

��!
HM 2 = R2 �

��!
CH 2 et M 2 P .

Ainsi : on obtient un cercle de centreH si et seulement si �ist (C; P) 6 R ; et ; sinon.
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24.4.3 Utilisation du produit vectoriel et du produit mixte (dét 3x 3)

1. Equation cartésienne du plan a�ne P(A; �! u ; �! v ) : revoir

Le plan a�ne avec ( �! u ; �! v ) non colinéaires, a pour équation : M 2 P , Dét(�! u ; �! v ;
��!
AM ) = 0 .

�
�
�
�
�
�

� � 0 x � x0

� � 0 y � y0


 
 0 z � z0

�
�
�
�
�
�

= 0 , type a:x + b:y+ c:z = d, ou (�! u ^ �! v ) �
��!
AM = 0 , on trouve �! u ^ �! v ? P .

2. Distance d'un point à une droite dansR3 Exercice � [M 1; D(A; �! u )] =
k
���!
AM 1 ^ �! u k

k�! u k
.

En e�et : (Observons que la droite est en paramétriquesici)

Soit H1 la projection orthogonale deM 1 sur la droite ; M 1H1 est le minimum de distance et

k
���!
AM 1 ^ �! u k = k(

��!
AH 1 +

����!
H1M 1) ^ �! u k = k

����!
H1M 1 ^ �! u k = k

����!
H1M 1k:k�! u k; d'où la réponse� = H1M 1.

3. Exercice : Condition nécessaire et su�sante (C.N.S.)pour D; D0 coplanaires

Dans R3 : Les deux droites D(A; �! u ) et D0(B; �! v ) sont coplanaires() Dét(
��!
AB; �! u ; �! v ) = 0 .

Pour =) on a 3 vecteurs dans le plan vectorielassocié (a:x + b:y+ c:z = 0 ) : déterminant nul.

Pour ( = 2 cas : si�! u ; �! v colinéaires, alors droites parallèles, donc coplanaires.
si �! u ; �! v non colinéaires :

��!
AB = cte:�! u + cte:�! v ; chaque droite est inclue dans le plan a�ne(A; �! u ; �! v )

car B appartient à ce plan ! (son équation est du type a:x + b:y+ c:z = d bien sûr).

(*) Complément qui complète la C.N.S. Distance de 2 droites en paramétriques dansR3

Théorème

Si 2 droites D(A; �! u ); D0(B; �! v ) sont non coplanaires,9 ! � droite perpendi-
culaire commune à ces 2 droites, les coupant enH et K . Le minimum de la

distance PQ ; P; Q décrivant chacune des droites estHK = � =
j [

��!
AB; �! u ; �! v ] j
k�! u ^ �! v k

:

En e�et : (*)
�! u ; �! v sont non colinéaires ici, d'où�! u ; �! v ; �! u ^ �! v base deR3. ([

��!
AB; �! u ; �! v ] = Dét (

��!
AB; �! u ; �! v ).)

1) Donc P(A; �! u ; �! u ^ �! v ) est un PLAN a�ne ; de même P0(B; �! v ; �! u ^ �! v ). Et une droite est
perpendiculaire commune (en particulier dirigée par�! u ^ �! v ) si et seulement si elle est dansP
et P0; or ces plans sont non parallèles (pourquoi ?) donc sécants selon une droite unique.

2) Puis PQ2 = [(
��!
PH +

��!
KQ )+

��!
HK ]2 = HK 2+(

��!
PH +

��!
KQ )2+0 > HK 2 ; et égalité()

��!
PH +

��!
KQ =

�!
0

qui s'écrit a:�! u + b:�! v =
�!
0 et exige a = b = 0 (P = H; Q = K ) car �! u ; �! v non colinéaires !

3) En�n : [
��!
AB; �! u ; �! v ] = [

��!
AH +

��!
KB +

��!
HK; �! u ; �! v ] = [

��!
HK; �! u ; �! v ] = [ �! u ; �! v ;

��!
HK ] =

= ( �! u ^ �! v ) �
��!
HK = �k �! u ^ �! v k:� . Et valeurs absolues.

24.4.4 Divers systèmes de coordonnées .

1. Cartésiennes : Pour M (x; y; z) dans le repère(O; �! { ; �! | ;
�!
k ). Figure ?

2. Cylindriques : Dans (O; �! { ; �! | ), on prend les coordonnées polaires pourm : (�; � ) et ensuite
��!
OM =

��!
Om + z:

�!
k . Donc M (�; �; z ) dans la base :�! u [cos(� ); sin (� ); 0], �! u 1[� sin (� ); cos(� ); 0],

�!
k .

Le petit déplacement étant
��!
dM (d�; �:d�; dz ) dans cette base "locale". Fig. ?

3. Sphériques : Attention ici, on prend r = OM 6= � = Om où m était la projection orthogonale de
M sur Oxy. On prend en général � = ( Oz; OM ), angle variant entre 0 et � : co-latitude ;

et : ' = ( Ox; Om) angle variant de 0 à2:� : longitude.

Dans la base "locale" orthonormée (�! er ; �! e� ; �! e' ), (soit r seul croît, soit ...) le petit déplacement est
��!
dM (dr; r:d�; r:sin (� ):d' ) et le petit volume dr: r:d�: r:sin (� ):d' . Fig. ? [) volume de la sphère !

Z Z Z
r 2 :sin (� )dr:d�:d' =

Z R

0
r 2 :dr [

Z �

0
sin (� ):d� (

Z 2�

0
d' )] = 4:�:R 3=3.]
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M+ Exercices : R3 a�ne/ a�ne euclidien. PTSI

1. Equation de plan a�ne :
(a) Equation du plan a�ne P passant parA(1; 2; 3) dirigé par le plan vectoriel � : 2 x + 3y � z = 0 .

(b) Inversement partant de l'équation cartésienne deP : 2x + 3y � z = 5 , trouver une représenta-
tion paramétrique du type

��!
AM = �: �! u + �: �! v , en prenant les lettres x; y arbitraires.

2. Autres méthodes dansR3, a�ne euclidien :
(a) Equation du plan a�ne passant par A(3; 2; 1), dirigé par � : �! u (1; 2; � 1); �! v (1; � 2; 1) [libres]

en écrivant 9�; � :
��!
AM = � �! u + � �! v et en éliminant les paramètres avec les 3 équations.

(b) Trouver une équation du même plan, en prenant cette fois�! u ^ �! v comme vecteur normal.

(c) Puis aussi en écrivant Dét(�! u ; �! v ;
��!
AM ) = 0 . [Ce qui est pareil, �nalement]

3. Dans R3, a�ne euclidien . Quel est
n

M : �! n �
��!
OM = k

o
, k étant donné, (�! n 6=

�!
0 ) ?

4. Distances. Point-point : �
�
M 1(x1; y1; z1); M (x; y; z)

�
? Et, cf. cours (*) : point-plan , point-droite .

5. Calcul de distances. Soit D= P \ P 0 où P : x + y + z = 1 , P0 : 2x � 3y = 0 . Calculer � (O; D) :
(a) En donnant une équation paramétrique deD(A; �! u ) en posanty = 2 :t et avec la formule vue.

(b) (*) En calculant le minimum de dist2(O; M t ) = f (t) quand M t décrit la droite D.
(c) (*) En�n en véri�ant que D � P � " : 2x � 3y + �: (x + y + z � 1) = 0 ; puis en

trouvant � tel que P0? P � " ; et alors en calculant dist(O; P� " ) !

6. Dans un tétraèdre régulierA; B; C; D de centreO, calculer cos(
�!
OA;

��!
OB) ; cos(

�!
IA;

�!
IB ), I milieu[CD].

7. (*) Analogue à ci-dessus avec le produit vectoriel. Quel est
n

M : �! a ^
��!
OM =

�!
b

o
, (�! a 6=

�!
0 ) ?

8. (a) (*) Cours : C.N.S. pour que les droites (A,�! u ) (B ,�! v ) soient coplanaires avec Dét(
��!
AB; �! u ; �! v ).

(b) ( � ) Cas où D est dé�nie par les points A(0; 1; 1) et P(1; 0; 1) ; et D0
�

x + 2 y + z = � 1
x + y � z = 0

?

9. (**) Perpendiculaire commune et distance entre 2 droitesnon coplanaires dansR3 :

Cas oùD est dé�nie par les points A(0; 1; 1) et P(1; 0; 1) ; et D0
�

x + 2 y + z = � 1
x + y � z = � 2

?

[Réponse: A0(� 3; 1; 0) et �! u 0(3; � 2; 1) par exemple ; D"
�

x + y + 2 z = 3
x + 4 y + 5 z = 1

et � = 2=
p

3].

10. (**) Des quadrilatères aux théorèmes de Ptolémée. SoitA; B; C; D un quadrilatère convexe :
(a) Montrer que AB 2 + BC 2 + CD 2 + DA 2 = AC 2 + BD 2 + 4 IJ 2, I milieu de [AC ] et J de [BD ].
(b) Déduire : A; B; C; D parallélogramme() AB 2 + BC 2 + CD 2 + DA 2 = AC 2 + BD 2.

(c) Montrer que : A; B; C; D inscriptible (dans un cercle) =) cosB =
a2 + b2 � c2 � d2

2(ab+ cd)
,

avec AB = a; BC = b; CD = c; DA = d. En déduire AC 2 = x2 =
(ac+ bd)(bc+ ad)

ab+ cd
,

y = BD analogue ; et donc xy = ac+ bd;
x
y

=
ad + bc
ab+ cd

(relations de Ptolémée).



Chapitre 25

Transformations de l'espace R3

25.1 Projections et symétries vectorielles orthogonales

25.1.1 Résultat fondamental. Tout est en vectoriel aux I, II

1. Théorème de la projection orthogonale dansE = R3 vectoriel

� La projection vectorielle orthogonale sur V ect(�! u ) est telle que �! x1 = p(�! x ) =
(�! x � �! u )
k�! u k2 :�! u .

� Soit maintenant �! u ; �! v orthogonaux (non nuls sinon sans intérêt).

La projection vectorielle orthogonale sur V ect(�! u ; �! v ) est p(�! x ) =
(�! x � �! u )
k�! u k2 :�! u +

(�! x � �! v )
k�! v k2 :�! v .

Dém. Au cas 2) : p(�! x ) = �: �! u + �: �! v ; et �! x � �! u =
�
p(�! x ) + q(�! x )

�
� �! u = p(�! x ) � �! u = �: k�! u k2 ...

2. Remarques Dans l'un ou l'autre cas, soit �! x1 cette proj. : �! x = �! x1 + �! x2 avec �! x1 2 E1, �! x2 2 E ?
1 .

Comme �! x2 ? �! x1, on a : k�! x k2 = k�! x1k2 + k�! x2k2. Pourquoi ? Dessin ? Donc, pour

s(�! x ) = �! x1 � �! x2 symétrie orthogonale par rapport àE1, on a ks(�! x )k = k�! x k : conserve la norme.

Tandis que pour p = proj: ? (orthogonale) : kp(�! x )k 6 k�! x k. [Bien sûr Id + s=E1 = 2p=E1 .]

25.1.2 Exemple dans E = R3, avec base canonique o.n.

Expression de la symétrie orthogonale (matriceM ) / plan � d'équation 2x � 3y + z = 0 .

Solution : Avec une base de � ? , de dim. 1

D'abord, si �! { ; �! | ;
�!
k orthonormée, alors �! n =

0

@
a
b
c

1

A ? � : ax + by+ z = 0 . �! n =

0

@
2

� 3
1

1

A base de� ? .

Puis si p est la proj: ? sur V ect(�! n ) = � ? , par lignes :

�! x : X =

0

@
x
y
z

1

A 7! p(�! x ) =
(�! x � �! n )
k�! n k2 :�! n =

1
14

:(2x � 3y + z):

0

@
2

� 3
1

1

A =
1
14

0

@
4 � 6 2

� 6 9 � 3
2 � 3 1

1

A :

0

@
x
y
z

1

A = A:X .

On aurait pu aussi trouver la matrice A par colonnes en faisantp(�! { ), etc [laissé]. Et si s est la

symétrie cherchée, on a (dessin) : �! x � s(�! x ) = 2 :p(�! x ) ; d'où : M = I 3 � 2A =
1
7

0

@
3 6 � 2
6 � 2 3

� 2 3 6

1

A .

Solution bis : Au lieu de prendre p, on prend q = proj: ? sur � [bien sûr p + q = Id ].

Trouvons une base orthogonale de � de dim. 2 : �! a =

0

@
1
1
1

1

A et
�!
b = �! n ^ �! a =

0

@
� 4
� 1
5

1

A convient.

[Puis q(�! x ) =
(�! x � �! a )
k�! a k2 :�! a +

(�! x �
�!
b )

k
�!
b k2

:
�!
b . D'où B matrice de q; et I 3 + M = 2B donneM : laissé].

167
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Véri�ons T r (A) = rg(A) = 1 (proj.) ! M:M = I 3 ! (*) T r (M ) = +1 , dét(M ) = � 1 (cf. M 0 en base
�! a ;

�!
b ;�! n ). En�n on voit au II que t M:M = I 3 était attendu, donc tM = M � 1. Comme M � 1 = M

ici, celà expliqueque t M = M ou que M soit symétrique ; donc A aussi car A =
1
2

(I 3 � M ):

(Rappel : une symétrieorthogonale conserve la norme de tout vecteur, pas une projection.)

25.2 Isométries vectorielles . Changements de bases o.n.

25.2.1 Dé�nitions. Matrice en base orthonormée

1. Dé�nition

Soit u 2 L (E) (un endomorphisme). On dit que 1)u conserve la norme si8�! x ; ku(�! x )k = k�! x k
2) Et que u conserve le produit scalaire si8�! x ; �! y : u(�! x ) � u(�! y ) = �! x � �! y . Clair que 2) =) 1):

En fait

Pour u endomorphisme,1) () 2) et dans ces conditionsu est injectif. Donc si on est en
dim. �nie, u est bijectif : on dit automorphisme orthogonal ou bien isométrie vectorielle .
On appelle e.v."euclidien" : tout e.v. réel, muni d'un produit scalaire, et de dim. �nie

En e�et
Voyons 1 ) 2) : Pour ceci, on rappelle une expression du p.s. à l'aide de la norme

�! a �
�!
b =

1
2

[k�! a +
�!
b k2 � k �! a k2 � k

�!
b k2]. Donc :

u(�! x ) � u(�! y ) =
1
2

[ku(�! x ) + u(�! y )k2 � k u(�! x )k2 � k u(�! y )k2] =
1
2

[ku(�! x + �! y )k2 � k u(�! x )k2 � k u(�! y )k2]

= (avec l'hypothèse)=
1
2

[k�! x + �! y k2 � k �! x k2 � k �! y k2] = �! x � �! y :

Bien voir u injectif :

Si �! x 2 Ker (u), u(�! x ) =
�!
0 . La norme : ku(�! x )k = k�! x k = k

�!
0 k ) �! x =

�!
0 !

2. Théorème
Pour u endomorphisme : u isométrie vectorielle, u transforme une base o.n. en une base o.n.

Démonstration
) évident car u conserve à la fois la norme et le produit scalaire.
( Soit (�! e1; :::; �! en ) une base o.n. et (�! e1

0; :::; �! en
0) son image o.n. paru. Montrons alors queu conserve

la norme de tout vecteur deE. Pour �! x =
nX

i =1

x i :
�! ei , on a u(�! x ) =

nX

i =1

x i :
�! ei

0 car �! ei
0 = u(�! ei ).

D'autre part k�! x k2 =
nX

i =1

x2
i car (�! ei )o.n. ku(�! x )k2 =

nX

i =1

x2
i car (�! ei

0)o.n. Egaux !

3. Traduction Soit A la matrice de u en base o.n.(�! e1 ; :::; �! en ) :
u isométrie vect. () les vecteurs colonnes deA u(�! e1); :::; u(�! en ) sont o.n. Ou bien, avectA:A =

0

B
B
@

a11 a21 ::: an1

a11 a22 ::: an2

:::
a1n a2n ::: ann

1

C
C
A :

0

B
B
@

a11 a12 ::: a1n

a21 a22 ::: a2n

:::
an1 an2 ::: ann

1

C
C
A =

0

B
B
@

u(�! e1) � u(�! e1) u(�! e1) � u(�! e2) ::: u(�! e1) � u(�! en )
u(�! e2) � u(�! e1) u(�! e2) � u(�! e2) ::: u(�! e2) � u(�! en )

:::
u(�! en ) � u(�! e1) u(�! en ) � u(�! e2) ::: u(�! en ) � u(�! en )

1

C
C
A

on a l'écriture équivalente : u isométrie vect. , t A:A = I n : on dit que A est orthogonale .

4. Résumé. Soit A la matrice de u en base o.n.( �! e1; :::; �! en ). Alors : (on note A 2 O)

u isométrie vectorielle ou automorphisme orthogonal, t A:A = I n () t A = A � 1

() A: t A = I n (ce qui est t A orthogonale ) () Les vecteurs lignesde A sont o.n.
On peut aussi considérer queA est une matrice de changement de bases orthonormées.

De plus

A 2 O ) dét(A) = � 1 [car det(t A) = det(A)]. Réciproque fausse: A =
�

2 a
0 1=2

�
, f (�! { ) = 2 :�! { !
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25.2.2 Isométries vectorielles en dim. 2

1. Théorème

En dim. 2 en base o.n. on a exactement 2 types de matrices orthogonales. Dessins?

A =
�

cos(� ) � sin (� )
sin (� ) cos(� )

�
dét(A)=+1 : rotation vectorielle d'angle � ; et O+

2 abélien

A =
�

cos(� ) sin (� )
sin (� ) � cos(� )

�
dét(A) = � 1 : sym. orth.=y = x:tan (

�
2

) angle polaire
�
2

:

Démonstration A =
�

a b
c d

�
orthogonale ,

8
<

:

a2 + c2 = 1
b2 + d2 = 1
ab+ cd = 0

par Théorème (ou t A:A = I 2).

Posons a = cos(� ); c = sin (� ); b = cos(� ); d = sin (� ) ; il reste cos(� � � ) = 0 .

� Si � � � =
� �
2

+ k:2� , cas 1) et vu les colonnes, on reconnait la rotation vectorielle d'angle � .

� Si � � � =
+ �
2

+ k:2� , cas 2). Alors : t A = A � 1 [connu] et t A = A [observé] ; doncA:A = I 2 ou A

matrice d'une symétrie / Ker (A � I 2); ==Ker(A + I 2) [Théorème]. Puis calculsou remarques :

Ker (A � I 2) = V ect
�!
I

�
cos(�= 2)
sin (�= 2)

�
:

�
x:cos(� ) + y:sin (� ) = x
x:sin (� ) � y:cos(� ) = y

... et

8
<

:

1 + cos(� ) = 2 :cos2(�= 2)
1 � cos(� ) = 2 :sin 2(�= 2)

sin(� ) = 2 sin (�= 2)cos(�= 2)

Et une symétrie conservant la norme est orthogonale: k�! x1 � �! x2k2 = k�! x1 + �! x2k2 ) �! x1 � �! x2 = 0 .

2. Remarques . Avec C, le calcul précédent est inutile car connu !

� Avec C, le cas 1) :
�

x0

y0

�
=

�
cos(� ) � sin (� )
sin (� ) cos(� )

� �
x
y

�
est z0 = ei:� :z Le cas 2) : z0 = ei:� :z.

� Au 2), en base o.n.directe (
�!
I

�
cos(�= 2)
sin (�= 2)

�
;
�!
J ), la matrice est D =

�
1 0
0 � 1

�
, d'où véri�cation

de la Trace. Et si P la matrice de passage de (�! { ; �! | ) à (
�!
I ;

�!
J ) : P � 1 = t P et P � 1AP = D:

� Attention . � Id : en dim. 2 , diag(� 1; � 1) isométrie positive; en dim 3 : diag(� 1; � 1; � 1)
isométrie négative ! Idem sur les symétries orthogonales/une droite vectorielle :
en dim 2, c'est une isométrie négative(2 O�

2 ), avec le déterminant ; mais, par contre :
en dim 3, en base judicieuse, la matrice estD = diag(� 1; � 1; 1) : isométrie positive (2 O+

3 ).

25.2.3 Isométries vectorielles en dim. 3

1. Théorème
Les isométries vectorielles positivesde R3 sont toutes des rotations vectorielles

axiales. Les négatives sont plus compliquées ; simplement :u 2 O�
3 () � u 2 O+

3 :

Démonstration : ADMIS, mais expliqué.
� Déjà, sauf siu = Id , (de matrice I 3 dans toute base), il y a un

axe unique :f �! x =u(�! x ) = �! x g qui est une droite vectorielleV ect(
�!
K ) ; c'est aussiKer (u � Id ).

� Ensuite, en base o.n. judicieuse(
�!
I ;

�!
J ;

�!
K ), la matrice serait P � 1AP = A0 =

0

@
cos(� ) � sin (� ) 0
sin (� ) cos(� ) 0

0 0 1

1

A

Angle : forcément Tr(A)=2 cos(� ) + 1 . Pour sin (� ) l'axe étant orienté
�

A vue (cf. Exemple) ou
cf. après : [�! x ; r (�! x );

�!
K ]:

2. Exemple Dans R3 e.v. euclidien usuel, décrire l'endomorphismeu de matrice A =

0

@
0 1 0
0 0 1
1 0 0

1

A :

Solution [On utilisera que u(�! { ) =
�!
k , à la �n : 1ère colonne de A.]

� Soit �! v 1; �! v 2; �! v 3 les vecteurs colonnes ; il est clair quek�! v 1k = k�! v 2k = k�! v 3k = 1 et que
�! v 1:�! v 2 = 0 = �! v 1:�! v 3 = �! v 2:�! v 3 (ou t A:A = I 3). Donc u : isométrie vectorielle par Théorème.
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� dét(A) = +1 : isométrie positive.1 Donc rotation axiale par un autre Théorème.

Axe : AX = X conduit à ... V ect
�!

 ;

�!

 = �! { + �! | +

�!
k . Angle : 2:cos(� ) + 1 = 0 , � = �

2:�
3

:

Orientons l'axe par
�!

 ; u(�! { ) =

�!
k : à vue � =

� 2�
3

ou 10 lignes plus bas: sin (� ) du signe de

Det(�! { ; r (�! { ); 
) = [ �! { ; r (�! { );
�!

 ] = [ �! { ;

�!
k ;

�!

 ] < 0 : idem. (Ici A3 = I 3 : A � 1 = A2 = tA.)

25.2.4 Utilisation du produit mixte et du produit vectoriel dans R3

1. Rappel. Soit une baseo.n. B de référence et une autre baseB0 o.n. directe donc détB(B0) = +1 .

D'où pour 3 vecteurs �! u ; �! v ; �! w , détB(�! u ; �! v ; �! w ) =dét B0(�! u ; �! v ; �! w ) ; ce déterminant, indépendant

de la base o.n.d. choisie, est appelé produit mixte et noté Dét( �! u ; �! v ; �! w ) ou [�! u ; �! v ; �! w ].

Et on a avec le produit vectoriel : Dét(�! u ; �! v ; �! w ) = ( �! u ^ �! v ):�! w ... cf. ch. Géométrie deR3.

2. Utilisations
� Dans A33 orthogonale, si�! v 1; �! v 2 sont les 2 premiers vecteurs o.n.le 3ème est�! v 3 = � �! v 1 ^ �! v 2 !

� Soit r la rotation d'angle � autour de V ect(�! ! ), k�! ! k = 1 , �! ! =
�!

 =k

�!

 k. Si �! a ? �! ! , dans �! ! ? :

r (�! a ) = cos(� ):�! a + sin (� ):�! ! ^ �! a (k�! a k = kr (�! a k = k�! ! ^ �! a k). Si �! x quelconque :�! x = �! a + �: �! !

r (�! x ) = r (�! a ) + �: �! ! ; �! ! ^ �! x = �! ! ^ �! a et [�! x ; r (�! x ); �! ! ] = k�! ! ^ �! x k2:sin (� ) du signe desin (� )

car [�! x ; r (�! x ); �! ! ] = [ �! a ; r (�! a ); �! ! ] = [ �! ! ; �! a ; r (�! a )] = ( ! ^ �! a )�r (�! a ) = k! ^ �! a k2:sin (� ), � = ( �! x � �! ! )

d'où r (�! x ) = cos(� ):[�! x � (�! x � �! ! ):�! ! ] + sin (� ):�! ! ^ �! x + ( �! x � �! ! ):�! ! (formule d'Olinde Rodrigues).

3. Etude de f (�! x ) =
�!

 ^ �! x ,

�!

 =

0

@
p
q
r

1

A en base o.n.directe. f est un end. de matrice

0

@
0 � r q
r 0 � p

� q p 0

1

A .

Si
�!

 6=

�!
0 , Ker (f ) = V ect(

�!

 ) ; Im (f ) =

�!

 ? .

Inversement , ayant une matrice antisymétrique en base o.n.d., on sait donc l'interpréter 2 !

25.3 Sur les applications a�nes de E = R3 a�ne

25.3.1 Dé�nition et expression d'une application a�ne

Soit E; F deux e.a. associés aux e.v. E:F: f : M 2 E ! M 0 2 F est dite a�ne, s'il existe une A.L.,

forcément unique notée
�!
f (changement de notation pour les AL) telle que 8O; M :

���!
O0M 0 =

�!
f (

��!
OM ).

Remarque
Au lieu de dire "8 O; M::: ", il est équivalent de dire "8M " , O �xé . En e�et :

Si
���!
O0M 0 =

�!
f (

��!
OM ) pour O 2 E �xé, alors

��!
O0I 0 =

�!
f (

�!
OI ) ; par di�érence

��!
I 0M 0 =

�!
f (

��!
IM ); 8I; M .

Théorème Donc M 0 = O0+
�!
f (

��!
OM ): Si E est d'origine O, F d'origine 
 ,

��!

 M 0 =

�!
f (

��!
OM ) +

�!

 O0:

D'où en dimensions �nies p pour E, n pour F , l'écriture matricielle Y = A:X + B .

Démonstration
En dimensions �nies :

��!

 M 0 = y1

�!
f 1 + ::: + yn

�!
f n , de composantesY (ou encoreM 0 de coordonnéesY) ; et

��!
OM = x1

�! e1 + ::: + xp
�! ep de composantesX (ou M de coordonnéesX ) ;

�!
f (

��!
OM ) connu : Anp :X ;

et
�!

 O0 = Bn1 dans F est aussi connu [c'est-à-dire : composantes du vecteur dansla base (

�!
f 1; :::;

�!
f n )

ou bien ce sont les coordonnées du pointO0 dans le repère (
;
�!
f 1; :::yn

�!
f n ).]

1 Remarque en complément (*) On a A � 1 =
1

det(A)
:
�
� ji

�
; et de plus ici : A � 1 =

�
aji

�
[on a transposé]

Donc � ij = � aij : ce signe est dét(A). Ci-dessus : a12 = 1 ; � 12 = � (� 1) : dét(A) = +1 .
2 Exemple (*) Si r rotation, (r � r � 1)=2, en base o.n.d. est l'endomorphisme �! x 7! �! ! :sin (� ) ^ �! x .

D'où �! ! :sin (� ) obtenu avec la partie antisymétrique (A� t A)=2 de la matrice A si on veut !
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25.3.2 Homothéties a�nes et Translations, donc F = E

1. Lien a�ne-vectoriel. Appl. Linéaire : | Appl. a�ne : (Preuve et exemples après)

L'appl. Lin. (end.)
�!
f = Id E de matrice I n | , f translation (Une translation n'est pas linéaire !)

Et si k 62 f0; 1g,
�!
f = k:Id E (hom. vect.) | , f hom. a�ne de rapport k, de centre LE point �xe .

Ainsi
�!
f = � Id (hom. vect. de rapport � 1) | , f symétrie-point.

2. Démonstration

�
�!
f = Id E ,

���!
O0M 0 =

��!
OM ,

���!
MM 0 =

��!
OO0 , f Translation. Ex :

�
x0

y0

�
=

�
1 0
0 1

�
:
�

x
y

�
+

�
3
4

�
.

� Cas
�!
f = k:Id . Soit l'égalité (1)

���!
O0M 0 = k:

��!
OM , F = E. Ex :

�
x0

y0

�
=

�
2 0
0 2

�
:
�

x
y

�
+

�
2

� 1

�
.

On a : I �xe , I 0 = I , (2)
��!
O0I = k:

�!
OI ,

��!
O0O +

�!
OI = k:

�!
OI , (1 � k)

�!
OI =

��!
OO0 : une

et une seule solution sik 6= 1 [
�!
OI =

1
1 � k

��!
OO0]. Di�érence (1) � (2) :

��!
IM 0 = k:

��!
IM . Fini.

25.3.3 Rappel : Déplacements en dimension 2 : I s+
2

1. Théorème. (Isom. a�nes positives : déjà vu aux ch.C)

� En base o.n.,
�!
f 2 O+

2 pour matrice
�

cos(� ) � sin (� )
sin (� ) cos(� )

�
ou z 7! z0 = ei:� z. On en déduit I s+

2 :

� Déplacements :� = 0(2 � ) translation, � 6= 0(2 � ) rotation a�ne d'angle � de centre le point �xe.

2. Démonstration Utilisons les complexes, par exemple :z0 = ei:� z + Cte. Déjà vue :

Cherchons un point �xe éventuel à z 7! z0 = ei:� z+ b;(b = b1 + ib2 2 C). z0 = z , z(1 � ei:� ) = b:
Si � = 0(2 :� ), z0 = z + b translation.

Si � 6= 0(2 :� ), solution unique z0 = ei:� z0 + b : z0 � z0 = ei:� (z � z0). Puis module, argument.

25.3.4 Exercice : Déplacements en dimension 3 : I s+
3

1. Dé�nition

On appelle vissage d'axe orientéD (I;
�!
K ), d'angle � , de vecteur de translation
:

�!
K

la composée ici commutative: rot = tor , r étant la rotation autour de D d'angle �

t la translation de vecteur 
:
�!
K . On a M 2 D )

���!
MM 0 = 
:

�!
K Dessin ?

2. Théorème Toute isométrie a�ne positive de E = R3 est un vissage. cf. Exemple pour�; D; 
:
�!
K .

Car 9
�!
I ;

�!
J ;

�!
K b.o.n. judicieusef : M

0

@
X
Y
Z

1

A 7�! M 0

0

@
X 0

Y 0

Z 0

1

A =

0

@
cos(� ) � sin (� ) 0
sin (� ) cos(� ) 0

0 0 1

1

A :

0

@
X
Y
Z

1

A +

0

@
�
�



1

A

vu le rappel sur
�!
f .

�!
K est ici un vecteur unitaire de l'axe (orienté) de

�!
f . D'où :

Si � = 0 ( ,
�!
f = Id ; on s'en aperçoit de suite !),f est une translation, éventuellementI d(E).

Si � 6= 0 on a vu en dim.2 :9X 0; Y0=
�

X 0 � X 0

Y 0 � Y0

�
=

�
cos(� ) � sin (� )
sin (� ) cos(� )

�
:
�

X � X 0

Y � Y0

�
et on rajoute

Z 0 = Z + 
 . C'est clair avec un dessinD : [I (X 0; Y0; 0);
�!
K ] ; translation : 


�!
K .

3. Exemple Décrire, dansE = R3 e.a.e. f : M

0

@
x
y
z

1

A 7�!

0

@
x0 = y + 1
y0 = z + 2
z0 = x + 3

1

A =

0

@
0 1 0
0 0 1
1 0 0

1

A :

0

@
x
y
z

1

A +

0

@
1
2
3

1

A .

�
�!
f vu au II.3 est la rot. vect. d'axe � dirigée par

�!
K =

1
p

3
(�! { + �! | +

�!
k ), d'angle � =

� 2�
3

.

� Donc f vissage. M 2 D )
���!
MM 0 = 
:

�!
K ... [calculs] ... Transl. de vecteur 2(�! { + �! | +

�!
k ) et

D
�

� x + y = 1
� y + z = 0

Vérif. Direction de D :
�

� x + y = 0
� y + z = 0

ou

0

@
� 1
1
0

1

A ^

0

@
0

� 1
1

1

A Retrouver
�!
K !
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25.4 Compléments sur les Applications a�nes

25.4.1 Résumé dans E = R2 ou R3 a�ne euclidien

1. Isométries a�nes
f a�ne, est une isométrie a�ne de E (f 2 I s(E), groupe) ; si l'appl.

linéaire associée est une isométrie vectorielle deE :
�!
f 2 O(E) (groupe).

�
�!
f 2 f Id E g , f 2 f Translations de Eg essentiel et connu

�!
f 2 f� Id E g , f 2 f Translations ou symétries-point deEg connu aussi

�
�!
f = O+

2 [rot. vect. de R2] , f 2 I s+
2 (groupe des) déplacements du planP : vu

�
�!
f = O+

3 [rot. vect. axiales deR3] , f 2 I s+
3 (groupe des) déplacements deE3 : vu

2. Non isométrie, mais signalé

�
�!
f 2 f k:Id E ; k 6= 0g (gr. abélien des Hom. vect.) , f 2 f Homothéties-Translations deEg

(non abélien pour hom.-a�nes et translations)

�
�!
f = k:(

����������!
isométrie vect.) [on dit similitude vectorielle] , f : similitude a�ne de E.

Similitudes en dimension 2

� En vect. Matr. de
�!
f en base o.n. : r:

�
cos(� ) � sin (� )
sin (� ) cos(� )

�
=

�
u � v
v u

�
ou r:

�
cos(� ) sin (� )
sin (� ) � cos(� )

�

On peut aussi utiliser les complexes z 7! z0 = r:ei:� :z ou z 7! z0 = r:ei:� :z.

� En a�ne z 7! z0 = r:ei� :z + Cte (similit. directes) ou z 7! z0 = r:ei:� :z + Cte (indirectes).
Avec C : z0 = a:z + b, a 6= 0 , pour les directes.

25.4.2 Projection a�ne orthogonale sur P : x + 2y � z = � 1 ; véri�cations

1. On cherche12 coe�cients : Q = M 0 :

0

@
x0

y0

z0

1

A =

0

@
: : :
: : :
: : :

1

A :

0

@
x
y
z

1

A +

0

@
:
:
:

1

A . Notons �! n =

0

@
1
2

� 1

1

A ? P .

2. Posant
��!
QM = �: �! n (1), on passe de 12 à 1 inconnue :� M : On exprime (2) M 0 = Q 2 P .

Première solution. On a : I (0; 0; 1) 2 P et
�!
IP =

��!
QM = �: �! n avec �: (�! n � �! n ) = x + 2y � z + 1

cf. Distance d'un point à un plan a�ne. On trouve le type Y = A3;3:X + B . (I inutile !)

��!
QM :

0

@
x � x0

y � y0

z � z0

1

A =
x + 2y � z + 1

6
:

0

@
1
2

� 1

1

A ; et

0

@
x0

y0

z0

1

A =
1
6

0

@
5 � 2 1

� 2 2 2
1 2 5

1

A :

0

@
x
y
z

1

A �
1
6

:

0

@
1
2

� 1

1

A

Deuxième solution, légère variante. Avec
��!
QM =

���!
M 0M = �: �! n , on exprime de plus queM 0 2 P (2)

pour trouver � : x0+ 2y0 � z0 = � 1.

Véri�cations de A on se doute que c'est la proj.vectorielle sur le planvectoriel : x +2y � z = 0 :

Avoir T r (
�!
f ) = rg(

�!
f ) = 2 : vu. Et on a expliqué que sa matrice était sym. car proj.orth.

Véri�cations de B3;1 on sait (ou on voit) que B , c'est O0 ou
��!
OO0; donc colinéaire à�! n !

25.4.3 Propriétés des applications a�nes

1. Composition La composée de 2 applications a�nesgof est a�ne associée à�! g o
�!
f .

Démonstration. On a
���!
O" M " = �! g (

���!
O0M 0) = �! g o

�!
f (

��!
OM ) et �! g o

�!
f linéaire. Terminé.

Utilisation

� Soit sI , sJ deux symétries points ; qu'est-ceh = sJ osI ? Réponse : l'endomorphisme associé
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est
�!
h = ( � Id )o(� Id ) = Id ; d'où h translation ... de vecteur 2:

�!
IJ . (sI osJ 6= sJ osI ).

� t � �! u ohI; 2ot�! u = f ?
�!
f = Id o(2:Id )oId = 2 :Id ; f hom. a�. rapport 2, centre I + ( � �! u ).

� hJ;2ohI; 1=2 ? Idem : translation. Dessins ? cf. ch Géométrie deR2.

2. Image d'une droite
Soit D une droite. Alors f (D) est une droite ou un point.

f Et conserve le parallélisme au sens :D1==D2 =) f (D1)==f (D2):

Démonstration

D : (I; �! u ) ou
��!
IM = � �! u . Donc

��!
I 0M 0 =

�!
f (

��!
IM ) = �

�!
f (�! u )

(
si

�!
f (�! u ) 6=

�!
0 F : il dirige f (D);

si
�!
f (�! u ) =

�!
0 F image=un point:

Attention On n'a pas dit f (D)==D ! Mais ceci vrai si translation ou homothétie a�ne.

3. Conservation du barycentre Si G = Bar
�

M N
� �

�
, donc � + � 6= 0 , alors G0 = Bar

�
M 0 N 0

� �

�
.

Démonstration �:
��!
GM + �

��!
GN =

�!
0 E =)

�!
f (�:

��!
GM + �

��!
GN ) =

�!
0 F : �:

���!
G0M 0+ �

��!
G0N 0 =

�!
0 F . Fini.

Utilisation

� L'image du milieu de [MN ] est le milieu de[M 0N 0].
� Si une application a�ne R2 ! R2 permutte 3 points M; N; P (par exemple les sommets d'un

triangle), leur isobarycentre est invariant.
� Si M = Bar [(A; � ); (B; � ); (C; 
 )] et (AM ) \ (BC ) = A0 alors A0 = Bar [(B; � ); (C; 
 )] (Proj.)

4. (*) Lien : points �xes de f �Vecteurs invariants de
�!
f .

(a) D'abord sur le rang. Soit l' équation en M :
�!
f (

��!
OM ) =

�!
b , r = rg(

�!
f ). (� )

Véri�er que : soit (� ) n'a pas de solution [si
�!
b 62Im(

�!
f )], soit possède comme solutions un sous-

espace a�ne de direction Ker (
�!
f ) ; donc de dimension p � r , p étant le nombre d'inconnues.

(b) Cas où f : E �! E (donc
�!
f : E �! E ). Notons E1 l'ensemble des points �xes.

Véri�er que : M 0 = M ()
���!
O0M =

�!
f (

��!
OM ) () (

�!
f � Id )(

��!
OM ) = �

��!
OO0. (�� )

Donc : soit E1 = ; ; soit sous espace a�ne de direction Ker(
�!
f � Id ). Exemples ?

25.4.4 Remarques

1. En fait, un e.v. est lui même un e.a., attaché à lui-même ! Labijection de E dans E : M 7!
��!
AM

est ici de "E muni de l'origine �! a " dans E : �! x 2 E �! a 7! �! x � �! a 2 E ; on dit
qu'il possède "une structure a�ne canonique". C'est pour celà qu'on parle de :

� Translation dans un e.v. : �! x 7�! �! x + �! u pour M 7�! M 0 = M + �! u ; et, en e.v.euclidien, de
� Distance entre 2 vecteurs : � (�! u ; �! v ) = k�! v � �! u k pour � (M; M 0) = k

���!
MM 0k = k

��!
OM 0�

��!
OM k.

Attention ! une translation n'est pas linéaire (si �! u 6=
�!
0 ). 3

2. Résumé. On avait : Ici :
Espaces vectoriels Espaces a�nes.
Sous-espaces vectoriels Sous espaces a�nes.
Combinaisons linéaires Barycentres.
Bases Repères.
Applications linéaires Applications a�nes.
E.v.euclidien E.a.euclidien.
Isométries vectoriellesO(E) Isométries a�nes I s(E).

3 � On a encore f bijective ,
�!
f bijective et f � 1 est a�ne associée à

�!
f � 1 .

� D'où, pour E = F : quand
�!
f décrit le groupe linéaire GL(E ), f décrit le groupe a�ne GA(E).

� (*) Rappelons "l'inversion géométrique", application non a�ne de E = R2 , mais intéressante géométriquement !
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M+ Exercices : Transformation de R3 e.v. puis e.a. PTSI

1. Dans E = R2 espace vectoriel euclidiendécrire les endomorphismes de matrice :

A =
�

0 1
� 1 0

�
, B =

�
0 1
1 0

�
, C =

�
1=2 �

p
3=2p

3=2 1=2

�
, D =

�
1=2

p
3=2p

3=2 � 1=2

�
, et E =

�
3 � 4
4 3

�
.

[E correspond à r:ei:� avec r 2 = 3 2 + 4 2. Similitude vectorielle directe de rapport 5, d'angle� .]

2. Dans R2 e.v. e.(a) Que signi�e en termes d'endomorphismes/matricesz0 = ei� :z et z0 = ei� :z ?

(b) Soit � la sym. orthog./ y = x:tan (� ) et � 0 / y = x:tan (� + ' ). Que dire de� 0o � ?
[Justi�er par exemple, que � 0o � est une isométrie vectorielle / positive / donc rotation / et c.]

3. Dans R3 e.v. e. (a) Soit A =
1
3

0

@
� 1 2 2
2 � 1 2
2 2 � 1

1

A ; B =

0

@
0 0 � 1

� 1 0 0
0 1 0

1

A et C =
1
4

0

@
� 2

p
6 �

p
6

�
p

6 1 3p
6 3 1

1

A .

Décrire pour A; B; C les endomorphismes associés (en base o.n.) Matrices inverses ?

(b) Préciser la droite, symétrique orthogonale deV ect(
�!
k ) / au plan 2x � 3y + z = 0 .

4. Dans R2 ou R3 e.v.e. Matrices symétriques (6= Symétrie en général !) et de plus orthogonales ?

5. Dans R3 e.v. e. Soit r 2 O+
3 d'angle � autour de V ect(�! ! ) ; �! x = �! a + �: �! ! , �! a ? �! ! . Si k�! ! k = 1 :

(a) r (�! a ) = cos(� ):�! a + sin (� ):�! ! ^ �! a , r (�! x ) = r (�! a ) + �: �! ! , [�! x ; r (�! x ); �! ! ] = k�! ! ^ �! x k2:sin (� ).
(b) r (�! x ) = c�! x + s�! ! ^ �! x + (1 � c)( �! w � �! x )�! w = �! x + s�! ! ^ �! x + (1 � c)�! ! ^ (�! ! ^ �! x ), c = cos(� )...

�������� On se limite (programme) à la première partie : en linéaire ���������

6. (a) Dans R3 a�ne euclidien expression de la proj. orthog. surP : x + 2y � z = � 1. Véri�cations ?
(b) (*) Lieu des projetés orthogonaux de O sur les plansx+ �y + �:z = 1 ? [Sphère :x2+ y2+ z2 = x].

7. (a) Vissages dansR3 e.a.e.Décrire f M 7�! M 0 : x0 = z � 2, y0 = x, z0 = y: [Complément : f
composée de 2 demi-tours axials=retournements et de 4 ré�exions=symétries? /plans a�nes.]

(b) Idem avecx0 = ( � x + 2y + 2z � 4)=3, y0 = (2 x � y + 2z + 2) =3, z0 = (2 x + 2y � z + 2) =3.

8. (a) (*) Dans R3 a�ne projection oblique q sur P : 2x + y � z = 2 , de direction V ect(�! u (1; 1; 1)).

[2x0 = � y + z + 2 ; 2y0 = � 2x + y + z + 2 ; 2z0 = � 2x � y + 3z + 2 ; Tr( �! q ) ?
��!
OO0 = k:�! u .]

(b) (*) Inversement décrire f :

8
<

:

x0 = 3 x + 4 y + 2 z � 4
y0 = � 2x � 3y � 2z + 4
z0 = 4 x + 8 y + 5 z � 8

[Points �xes ? Tr(
�!
f ) ? ... Dilatation.]

9. (*) Applications a�nes telles que f (D)==D; 8D. [f (D) étant une droite ou un point.]

(a) Soit
�!
f un endomorphisme tel que

�!
f (�! x ) colinéaire à�! x , ou 8�! x :

�!
f (�! x ) = k�! x :�! x .

Montrer que f = k:Id , k �xe. [Prendre �! x ; �! y colinéaires ; puis libres et considérer�! x + �! y .]
(b) Déduire que les solutions sont, sif 6= Cte, les translations ou les homothéties a�nes.

10. (a) (*) Lien a�ne-vectoriel : Peut-on trouver �! v tel que T�! v of = foT �! u , f a�ne, T translation ?
(b) (*) Dans R3 a�ne euclidien, décrire sor os, s symétrie orthogonale/plan, r rotation.

(c) (**) En e.a.e. f conservant les distances est a�ne ! [k
��!
MN +

��!
NP k = k

���!
M 0N 0 +

��!
N 0P0k )

��!
MN �

��!
NP = ::: d'où, si

�!
f (

���!
M 0M ) =

���!
M 0

0M 0;
�!
f conserve le produit scalaire ; donc linéaire !]



Chapitre 26

Les polynômes, K[x]

26.1 Généralités

26.1.1 Dé�nitions. Opérations

1. Polynôme (formel)

Pour ak 2 R ou C, on appelle polynôme (formel) d'indéterminée x, toute expression du type :
P(x)= a0 + a1x+...+ an xn . L'égalité P(x)= Q(x)= b0 + ::: + bmxm est dé�nie par : ak = bk ; 8k:

Exemples. 1) Le polynôme nul P = O ou P(x)= � 3.x2+2.x 4+x 5.
2) Mais : 1+x+x 2+... non polynôme car il faut un nombre �ni de coe�cients non nuls.

2. Trois opérations. Addition P + Q, Multiplication par une constante �:P , Multiplication P:Q :
si P(x)= a0 + a1x+...+ a5.x5, Q(x)= b0 + b1x+...+ b4x4 : P:Q(x)=

X

06 k6 9

ckxk , avecck =
X

06 k6 9

ak� i :bi .

Degré Si P(x)= a0 + a1x+...+ an .xn , an 6= 0 , on dit doP = n. Si P = O, on posedo(O) = �1 .

do(P:Q) = do(P) + do(Q) do(P + Q) 6 max[do(P); do(Q)] do(P) = 0 , P = Cte 6= O.

Exemple. Si P(x)= � 3.x2 + 2 .x4+ x5 : do(P) = 5 (et P normalisé, à cause du coe�. 1 de x5)
et val(P) = 2 [valuation : degré du monôme de plus bas degré ; siP = O, val(O) = + 1 ].

Et : Si x 2 R, P(x) �
x!�1

1:x5, P(x) �
x! 0

� 3:x2, P(x) �
x! 1

7:(x � 1) [x2(x � 1)(x2 + 3x + 3) ] !

3. On vient de considérer la fonctionpolynôme. C'est : x 2 R 7! P(x) = a0 + a1x + ::: + anxn .

Ainsi, si Q(x)= P(x)+x(x � 1)(x� 3), les fonctions polynômes ont même valeur surA = f 0; 1; 3g.

26.1.2 Théorème

1. Si pour une in�nité de x, P(x) = Q(x) : alors les polynômes sont égaux coe�cient à coe�cient.

(On dit égaux formellement ; on peut donc identi�er polynômes et fonctions polynômes).
Démonstration
Si D = P � Q de degréd = do(D ) > 0, D s'annulerait au plus d fois. Faux : D = O, do(D ) = �1 .

Idem : Si un polynôme de degré au plusn > 0, s'annule enn + 1 points distincts, c'est : P = O.

2. Utilisation : polynômes de Tchebytchev 9 ! Pn polynôme, tel que Pn (cos(� )) = cos(n:� ).

1) Unicité : Si Pn (cos(� )) = Qn(cos(� )) , alors Pn (x) = Qn (x) sur tout le segment [� 1,1], donc égaux
coe�cients par coe�cients. [Et ainsi, en particulier, Pn (z) = Qn(z) 8z 2 C !]

2) Existence : Ou par la formule de Moivre[cos(� ) + i:sin (� )]n = cos(n:� ) + i:sin (n:� )) ; etc.
ou par récurrence aveccos[(n + 1) � ] + cos[(n � 1)� ] = 2 :cos(n:� ):cos(� ) et les indicesn = 0 et 1.

3) Questions : préciserP0; P1; P2; P3. Que se passe-t-il si on change� en �= 2 � � ?
(Idem sin ((n + 1) :� )=sin(� ) polynôme encos(� ) : polynôme de Tchebychev de 2ème espèce.)
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26.2 Divisibilité des polynômes

R[x] désigne l'ensemble des polynômes à coe�cients réels.C[x] l'ensemble des polyn. à coe�. dansC.

K[x] l'ensemble des polynômes à coe�cients dansK, K = R ou C usuellement. (Aussi :Q[x], Z[x].)

26.2.1 La division euclidienne

1. Théorème
A; B dans K[x], B 6= O ; alors 9!(Q; R) (quotient, reste) : A = B:Q + R avec d o(R) < d o(B ).

Démonstration
Unicité. A = BQ1 + R1 = BQ2 + R2 ) B (Q1 � Q2) = R2 � R1 ; si Q1 � Q2 6= O, impossible

avec les degrés.
Existence. Algorithme d'Euclide, par exemple. [Le mot "algorithme" vient de Al Kharezmi.]

Exemple A=2x 3� 7x2+ x� 1, B =x 2+ x+1 à traiter comme la division de a = 22 par b = 7 .

2. Dé�nition On dit que B divise A, noté B=A, s'il existe Q tel que A = B:Q. (Ainsi O divise O).

26.2.2 Division par (x � a)

1. Théorème On a : P(x)=(x � a)Q(x)+ P(a), notée (� ). Donc (x- a) divise P () P(a)=0.

En e�et, le reste est une constante cte ; et remplacer x para pour avoir cte. Equivalence facile.

2. Pour la programmmation et Hors programme , Algorithme de Hörner :

Notons
�

P(x) = anxn + ::: + a0

Q(x) = bn� 1xn� 1 + ::: + b0
[Attention : on notera souvent P(x)= a0xn+...+ an ]

� Alors, pour k > 1, le coe�. de xk dans (� ) est ak d'une part ; et � a:bk + bk� 1; d'autre part
(convention bn = 0). Donc bk� 1 = ak + a:bk :

� Et si k = 0 , qu'est-ce b� 1 = a0 + a:b0 ? (� ) montre qu'il s'agit du reste P(a) !

Donc
L'algorithme précédent permet de trouver non seulement le quotient, mais aussi
le reste de la division par (x� a) avec seulementn additions et n multiplications.

Ceci donne pour x = a, P(x) = a0 + x:(a1 + x:(:::: + x:(an� 1 + x:an ):::)) .

Exemple Faire ainsi la division de x5� x4 � 3x3 + 3x2 � 1 par x+2. [Un calcul direct de P(� 2)
est plus long !] (Poser 3 lignes : celle desak ; celle desa:bk ; celle desbk , avecb5 = 0).

26.2.3 Polynômes irréductibles

1. Remarque Dans Z, la divisibilité est dé�nie au signe près (ainsi les diviseurs de 2, premier, sont
� 1; � 2) car les éléments inversibles deZ pour la multiplication sont � 1.

De même, les polynômes inversibles étant les constantes nonnulles, la divisibilité dans K[x] est
dé�nie à une constante non nulle près.

2. Dé�nition
Un polynôme P 6= O et 6= cte non nulle, est dit irréductible si ses diviseurs sont
les constantes non nulles :k 2 K � ; et les polynômes "associés" :k:P , k 2 K � .

Exemple : P(x)=2x+4 irréductible sur R et sur C.

26.2.4 Irréductibles dans R[x] ou C[x]

1. Théorème
Les polynômes deC[x], irréductibles sur C, sont exactement ceux de degré 1.

Ceux deR[x] irréductibles sur R, sont ceux de degré 1 et ceux de degré 2 avec� < 0:
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2. Exemples

1) x4+ x2+ 1 est réductible sur R. Au ch. C, il a été factorisé surR par plusieurs méthodes.

2) Idem : x4� x2+ 1 sur R. Astuce : x4� x2+ 1= x 4+ 2x2+ 1� 3x2 = (x2+ 1)2 � (
p

3x)2 = ...
Ou ses racines (*) ij; ij = i: j = � i:j 2; � ij (parité), + i:j 2 et faire (x� z1)(x � z1) ...

3) x4+ 1 à factoriser surR, même astuce par exemple.

Démonstration
� Un polynôme irréductible sur C (donc non constant) ne peut être que de degré 1, d'après le

théorème de D'Alembert-Gauss : P(x)= a0xn+...+ an = a0(x� z1)(x � z2)...(x � zn ) (� ).
Inversement, un polynôme de degré 1 est irréductible.

� Pour P 2 R[x], irréductible sur R (donc non constant), soit � une racine surC.
Si � 2 R, forcément P est de degré 1. Si� 62R, comme P est à coe�cients réels, � 6= � est
racine ; donc P(x)=(x � � )(x � � )Q(x) ; forcément Q 2 R� et P de degré 2 avec� < 0.
En sens inverse, ces polynômes sont irréductibles surR.

26.2.5 Relations entre coe�cients et racines, somme et produit surtout

Dé�nition Un polynôme est dit scindé s'il s'écrit P(x)=a0xn+...+ an = a0(x� z1)(x � z2)...(x � zn ) (� )

x2+4 non scindé surR. Sur C, tout polynôme est scindé et rappel :

Formules de Viète Notons

8
>>>><

>>>>:

� 1 = z1 + z2 + ::: + zn

� 2 = z1:z2 + ::: + zn � 1zn

� 3 = z1z2z3 + :::
:::

� n = z1:z2::::zn

"fonctions symétriques élémentaires"

elles sont liées aux coe�cients : � 1 = � a1=a0; � 2 = + a2=a0; ::: � k = ( � 1)k :ak=a0; ::: cf. (� )

(*) Exercice en complément :

Résoudre(z + 1) n = e2ina ; a 2 R et simpli�er Pn = sin (a):sin (a +
�
n

)::::sin [a +
(n � 1)�

n
].

Solution : On a Eq: , [
z + 1
e2ia ]n = 1 , z + 1 = e2ia :eik 2�=n ; k 2 [[0; n � 1]] ;

z = ei (a+ k�
n ) (ei (a+ k�

n ) � e� i (a+ k�
n )). D'où les racines : zk = ei (a+ k�

n ) :2i:sin (a +
k�
n

); k 2 [[0; n � 1]].

Leur produit vaut
� d'une part : (� 1)n :[1 � e2i:na ]=1 (Viète) ou (� 1)n+1 :ei:na :2i:sin (na) ;

� d'autre part : 2n :in :Pn :ei:na :e
i:�
n : ( n � 1) n

2 ou 2n :i: (� 1)n� 1:Pn :ei:na . D'où Pn =
sin (na)

2n� 1 .

(Question en plus : En déduire sin (
�
n

):sin (
2:�
n

):::sin
(n � 1)�

n
=

n
2n � 1 .)

26.2.6 (*) Compléments sur la divisibilité

1. Montrer que PoP(x) � P(x) est divisible par P(x) � x. [) PoP(x) � x divisible par P(x) � x !]

Solution. Cet énoncé épouvante ! PosonsP(x)=
X

06 k6 n

an � k xk : On connait Ak � B k = ( A � B )( :::)

En écrivant P(P(x)) � P(x), il su�t de voir que chaque : an� k :[P k (x) � xk ] est divisible par

P(x) � x : c'est la clé à bien comprendre. Mais que [...] soit divisible par P(x) � x est alors clair !

2. Division suivant "les puissances croissantes" :

� En plus de la division euclidienne, on a la division suivante; par exemple :
Si A=1+ x+ x3 ; B =1 � x+ x2 [val(B ) = 0 ] ; alors 1+ x+ x3=(1 � x+ x2).(1+ 2x+ x2)+ x 3:R(x)

qui est appelée division suivant les puissances croissantes à l'ordre 2.

� Utilisée pour la décomposition de fractions rationnelles et pour les développements limités.
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26.3 Dérivation des polynômes

26.3.1 Formule de Mac-Laurin

1. Enoncé. Sin > doP, alors : P(x)= P(0) +
P0(0)

1!
:x+ ::: +

P (n) (0)
n!

.xn .

2. Démonstration : On note tantôt P(x)= a0.xn+ a1.xn� 1 + ::: + an (1)

tantôt P(x)= a0 + a1x+ ::: + an .xn (2) (comme dans l'algorithme de Hörner).

Ici, on utilise (2) ; on dérive k fois et on trouve : P (k) (0) = k!:ak ; d'où ak cherché.

26.3.2 Formule de Taylor pour les polynômes

1. Enoncé.
Si n > doP, alors : P(x)= P(a) +

P0(a)
1!

:(x� a) + ::: +
P (n)(a)

n!
.(x� a)n

ou bien, avec x = a+ h : P(a+ h) = P(a) +
P0(a)

1!
:h+ ::: +

P (n) (a)
n!

:hn :

2. Démonstration. Si Q(h)= P(a+h), la formule de Mac-Laurin appliquée à Q avecQ0(h)= P0(a+h)

... Q(k) (h)= P (k) (a+h),... fournit alors naturellement cette généralisation [Q0(0)= P0(a)...].

26.3.3 Application aux racines multiples

Dé�nition
a est dit racine d'ordre k (au moins), de P si (x � a)k divise P ;

racine d'ordre k exactement si de plus (x � a)k+1 ne divise pas P:

Théorème
Soit k > 1: a racine d'ordre au moinsk , P(a) = P0(a) = ::: = P (k� 1)(a) = 0 (k égalités)

a racine d'ordre k exactement , P(a) = P0(a) = ::: = P (k� 1)(a) = 0 et P (k)(a) 6= 0 :

Démonstration. Il su�t de voir ligne 1 :

) Si P(x)=(x � a)k :Q(x), on trouve ce qui est dit par (*) la formule de Leibnitz.

( Avec l'hypothèse, la formule de Taylor ena donne de suite la réponse.

Remarques

1) Un polynôme de degrén, sur C, a n racines en comptant les ordres de multiplicité(cf. P(x)=x n).

2) Si a 6= b et si P divisible par (x� a)� et par (x� b)� , alors P est divisible par leur produit.

3) (*) a racine deP à l'ordre k exactement () a racine deP à l'ordre k exactement, oùP est le
polynôme dont les coe�cients sont conjugués. Donc :

Si P est à coe�cients réels, ses racines non réelles sont conjuguéesavec même ordre de multiplicité.

(*) Pour 3) en e�et : si P(z) = a0:zn + ::: + an , par dé�nition : P(z) = a0:zn + ::: + an .

Donc P(a) = 0 , P(a) = 0 . Et de même pour les polynômes dérivés successifs.

Un exercice corrigé Soit P 2 R[x] ; montrer que si P est scindé surR, P0 aussi.

Sol. Entre 2 racines réelles distinctes deP, (au moins) une deP0, grâce au Théorème de Rolle :

Si f est C 0 sur [ a; b], dérivable sur ] a; b[, a 6= b, et f (a) = f (b), alors f 0 s'annule sur ]a; b[.

� Donc si P a n racines réelles distinctes, c'est clair.

� Cas général : Soitx1 racine deP à l'ordre k1 > 1, ... xp à l'ordre kp > 1; on a k1 + ::: + kp = n.

Alors x1 est racine deP0 à l'ordre k1 � 1 ! et comme on a une racine deP0 dans ]x1; x2[..., cela fait

(k1 � 1) + ::: + ( kp � 1) + ( p � 1) racines réelles pourP0 (au moins). Ou n � 1 : le compte est bon !
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26.4 (*) Compléments

26.4.1 Des exercices corrigés

1. Soit z : a0zn + a1zn� 1 + ::: + an = 0 , a0 6= 0 . Montrer que j z j6 1 + m, m = max j
ak

a0
j; k > 0.

Solution. Si j z j> 1 on a : j z jn =
j a1zn � 1 + ::: + an j

j a0 j
6

j a1 jj z jn � 1 + :::+ j an j
j a0 j

6 m:
j zn j � 1
j z j � 1

;

j z jn 6
m: j zn j
j z j � 1

d'où j z j6 1 + m ; et si j z j6 1 évident. [Borne élémentaire].

2. Equation du 3ème degré : Soitax3 + bx2 + cx+ d=0 ; on pose x=x + � et avec � =
� b
3a

, on

est ramené à x3 + px + q = 0 ( � ) (c'est-à-dire pas de terme enx2 et on a divisé para 6= 0).

Méthode de Cardan-Tartaglia : Posant x = u + v, (� ) devient u3 + v3 + q + (3 uv + p)(u + v) = 0 .

Donc, si on impose (1)3uv + p = 0 , on a (2) u3 + v3 + q = 0 . Résolution de
�

u:v = � p=3
u3 + v3 = � q

:

Divers points de vue : ou on cherche une racine réelle (si coe�. réels), ou on est surC ; si u3, v3

solutions deT2 + qT� p3

27
= 0 (R) dite équation résolvante, avecu:v = � p

3
; si (u0; v0) couple solution,

les autres :(j:u 0; j 2:v0) ; (j 2:u0; j:v 0). Alors : x1 = u0 + v0; x2 = j:u 0 + j 2:v0; x3 = j 2:u0 + j:v 0.

Remarques. � = 0 ou 4p3 + 27q2 = 0 , Une racine au moins double. Plusieurs façons :

� � = 0 () u3 = v3 = � q=2; u:v = � p=3. Soit � une racine (surC) de � p=3; alors :
� 6 = � p3=27 = q2=4; donc � 3 ou (� � )3 vaut � q=2. Supposons� 3 = � q=2; alors u0 = v0 = �
convient ; solutions : 2�; � �; � � . Inversement : x2 = x3 =) u0 = v0 ; donc � = 0 .

� Une racine deP0, soit � � , est racine deP si et seulement si ... 4p3 + 27q2 = 0 ... A voir.

Cas des coe�cients réels Discussion des racines réelles à faire (*) !

3. Equation du 4ème degré : Ferrari 16ème siècle. On se ramène d'abord àx4 + px2 + qx + r = 0 .

Puis chercher y tel que x4 + ( p + y)x2 + (
p + y

2
)2 = � qx � r + yx2 + (

p + y
2

)2 ait un second

membre avec � = 0 [ () (x2 +
p + y

2
)2 = y:(x � � )2] d'où une équation de degré 3 eny !

4. (*) Soit f (z) = zn + a1zn� 1 + ::: + an ; g(x) = xn � j a1 j xn� 1 � :::� j an j; an 6= 0 . Montrer que g

a une unique racine dansR+ et qu'elle majore lesj zk j, f (zk) = 0 (récurrence) [Borne de Cauchy].

26.4.2 (*) D'autres analogies avec Z :

On dit que deux polynômes sont premiers entre eux (notéA ^ B =1) si leurs seuls diviseurs communs sont
les constantes non nulles (les unités). [DansZ les diviseurs communs à 9 et 16 sont� 1]. On a le :

Théorème de (Bachet-)Bezout: A ^ B = 1 () 9 U; V : U:A + V:B = 1 .

(( ) évident (A ^ B = 1 signi�ant pgcd(A; B ) = 1 )

() ) Par l'algorithme d'Euclide : dans A = BQ + R, les diviseurs deA et B sont ceux deB et R ; jusqu'à
arriver à Rn=pgcd(A; B ), dont l'existence est en même temps fournie ; ainsi qu'une relation de

Bezout en remontant [voir déjà 56^ 15 = 1]. On en déduit les conséquences :

1) Théorème de Gauss: A=(divise) B:C et A ^ B = 1 = ) A=C. En particulier la condition de Gauss :
Pour P irréductible (premier avec tout polynôme qu'il ne divise pas), P=BC =) P=B ou P=C.

2) Aussi : (A=C; B=C et A ^ B = 1 = ) AB=C . Cas important A=(x � a)� , B =(x � b)� , a 6= b.

3) Existence et l'unicité de la décompositionen produit d'irréductibles, pour tout polynôme non constant ;
qui donne aussi : pgcd(P; Q).ppcm(P; Q)= P:Q [à une constante non nulle multiplicative près].
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M+ Exercices : Polynômes R[x], C[x]. PTSI

1. Factoriser surR :

(a) x6 � 1 ; (b) x4 + x2 + 1 ; (c) (*) x4 � x2 + 1 ;

(d) x8 + x4 + 1 ; (e) x6 + 2x4 + 2x2 + 1 [posery = x+
1
x

si utile ; mieux x2 + 1 en facteur]

(f) Factoriser sur C, en trouvant une racine a 2 R:i : P(z) = z3 � (16� i )z2 + (89 � 16i )z + 89i .

2. Montrer que B divise A (noté B=A) si :
(a) B = x(x + 1)(2 x + 1) et A = ( x + 1) 2n � x2n � 2x � 1, n > 1.
(b) B = x2 + x + 1 et A = x3p+2 + x3q+1 + x3r [factoriser B ].
(c) B = ( x � 1)2 et A = nxn+1 � (n + 1) xn + 1 , n > 1 [racine double].
(d) B = x2 � 2x:cos(� ) + 1 et A = xn :sin (� ) � x:sin (n:� ) + sin ((n � 1):� ), n > 1.

[Factoriser B ; attention au cas où ses racines sont confondues].
(e) B = x2 � 2x:cos(� ) + 1 et A = xn+1 :cos((n � 1):� ) � xn :cos(n:� ) � x:cos(� ) + 1 , n > 1.

3. (a) Quel est le reste de la division euclidienne de[x:sin (� ) + cos(� )]n par x2 + 1 .
(b) Reste de la division euclidienne deA = xn par B = ( x � 3)2 [dériver].
(c) Quotient et reste de la division deA = x5n par B = x5 � 1 [q = x5].

4. Racines multiples ?
(a) Montrer que 1 + x + x2=2! + ::: + xn=n! = Pn (x) n'a que des racines simples (surC !)
(b) Ordre de multiplicité de x = 1 dans Pn (x) = x2n � n:xn+1 + n:xn� 1 � 1 ?
(c) Trouver P de degré 5 : (x � 1)3 divise P + 1 et x3 divise P � 1.

5. (a) Avec les racines deP(x) � P(0), trouver les polynômesP : P(x + 1) = P(x).

(b) On cherche tous les polynômesP tels que : (x + 3) :P(x) = x:P (x + 1) :

Véri�er que 0; � 1; � 2 sont racines. PoserP(x) = x(x + 1)( x + 2) Q(x) et conclure.

(c) (*) Trouver, de même, les polynômesP tels que : P(x2) = P(x):P(x � 1):

6. (*) Trouver une C.N.S. pour que x3 + px + q ait une racine au moins double.

7. (*) C.N.S. pour que les racines dez4 � az3 + bz2 � cz + d forment un carré ; un parallélogramme ?

8. (*) Sans division euclidienne (Horner, hors progr.) diviserA = x4 � x3 + 2x2 + x � 1 par B = x � 2.

9. (*) Montrer que 1 � x:cos(a) = [1 � 2x:cos(a) + x2](1 + b1x + ::: + bnxn ) + xn+1 R(x) ;

et x:sin (a) = [1 � 2x:cos(a) + x2](1 + c1x + ::: + cnxn ) + xn+1 S(x), bk ; ck à trouver.

[C'est, en fait, la division suivant les puissances croissantes à l'ordre n (hors programme) ;
les racines du polynôme de degré 2 sont essentielles ...]

10. (*) Résoudre (
z + 1
z � 1

)n + (
z � 1
z + 1

)n = 1 ; puis (*) (
z + 1
z � 1

)n + (
z � 1
z + 1

)n = 2 :cos(� ).



Chapitre 27

Fractions rationnelles

Après un di�cile chapitre sur les polynômes, en voici un plusfacile ; d'autant qu'il ne s'agit que de

la pratique (résultats admis) sur des exemples simples.

27.1 Généralités

27.1.1 Dé�nitions

Une fraction rationnelle est le quotient de deux polynômes
N (X )
D(X )

, avecD 6= O. En fait :

X � 1
X 2 � 1

et
1

X + 1
sont deux représentants de la même fraction ; le second : représentant irréductible.

Quand
N
D

est irréductible, une racine deN à l'ordre k est dite racine de la fraction à l'ordrek.

Une racine deD à l'ordre k est dite pôle de la fraction à l'ordrek.

On note :
R(X ) l'ensemble des fractions à coe�cients réels.X est l'indéterminée (qui peut être une matrice)

C(X ) l'ensemble des fractions à coe�cients complexes. (Q(X ) etc. K(X ), K désignant R ou C.)

27.1.2 Opérations

1. Quand on parle de fonction rationnelle (f : x 7!
1

x + 1
), on s'occupe du domaine :f est C1 sur

Rnf� 1g et f (k)(x) =
(� 1)k :k!

(x + 1) k+1 . Mais quand on parle de fraction, on ne s'en occupe pas(
1

X + 1
).

2. Résumé des opérations :
Somme des fractions rationnelles, produit entre elles. Lien entre + et � : distributivité.
On passe deK[X ] à K(X ), comme deZ à Q. On met ensuite x au lieu deX par commodité.

3. En complément (*)
Transformer l'équation (1) ax3 + bx2 + cx + d = 0 ; a:d 6= 0 , par la fonction f (x) = 1 =x.

C'est-à-dire, trouver une équation eny (2), dont les racines sont les
1
xk

, xk racines de (1).

Solution1 On cherche � 0
1 =

1
x1

+
1
x2

+
1
x3

, � 0
2 =

1
x1:x2

+
1

x2:x3
+

1
x3:x1

et � 0
3 =

1
x1:x2:x3

... Avec

y3 � � 0
1y2 + � 0

2y � � 0
3 = 0 , on arrive à : y3 +

c
d

y2 +
b
d

y +
a
d

= 0 ou (2) d:y3 + c:y2 + b:y+ a = 0 .

Solution2 "Eliminer" x entre
�

ax3 + bx2 + cx + d = 0
et : y = 1=x:

C'est-à-dire, trouver une C.N.S. pour que

les 2 équations soient ensemble possibles ; soit une C.N.S. pour que les 2 équations aient au moins
une solution commune enx. C'est facile ici et même réponse !
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27.2 Décomposition en éléments simples sur C

27.2.1 Le résultat

1. Théorème
Si D(x) = k:(x � a1)� 1 ::::(x � ap)� p alors on a, et de manière unique,

N (x)
D (x)

= E(x) +
cte

(x � a1)� 1
+ ::: +

cte
x � a1

+ ... Idem pour les autres pôles.

E(x) étant un polynôme appelé partie entière
pouvant s'obtenir comme quotient de la division euclidienne deN par D .

Exemple-1:
2:x4

(x2 + 1) :(x + 1) 2 =
2:x4

(x � i ):(x + i ):(x + 1) 2 = 2 +
a

x � i
+

b
x + i

+
c

(x + 1) 2 +
d

x + 1
.

Comment trouver les 4 coe�cients ? "
c

(x + 1) 2 +
d

x + 1
: partie principale relative au pôle -1".

� Déjà, on voit juste après que a; b et c sont aisés.
� Puis, on peut prendre ici x = 0 d'où d (vu après).
� Faire une véri�cation ... et c'est �ni !
� (Si on voulait, en conjugant tout sauf x : à gauche, fraction invariante; à droite on aurait

2 +
a

x + i
+

b
x � i

+
c

(x + 1) 2 +
d

x + 1
. Unicité ) a = b, b = a, c; d réels : autre véri�cation !)

2. Comment trouver le coe�cient du terme de plus haut degré, dans une partie principale ?

Dans l'exempletrouver le coe�cient c de
c

(x + 1) 2 +
d

x + 1
pour le pôle doublex = � 1.

� Méthode : Multiplier chaque membre par (x + 1) 2 ; puis faire x = � 1. Car :

à gauche
2:(� 1)4

(� 1)2 + 1
, à droite (x + 1) 2(2 +

a
x � i

+
b

x + i
) +

c
1

+
d:(x + 1)

1
que c : c = 1 .

� Idem : multiplier par x � i puis x = i ; donc a = � 1=2.
� multiplier par x + i puis x = � i ; trouver b = � 1=2:
� En�n, la valeur commode x = 0 donne d = � 3.
� Véri�cation x = 1 acceptable : associer les 2 termes non réels.

3. (*) Dans cet exemple-2, on calcule et utilise ledébut du reste .

x4 + 1
x2:(x + i )

= x � i +
a
x2 +

b
x

+
c

x + i
car : N (x) = D(x):(x � i )+ [� x2 + :::].

donc :
N (x)
D (x)

= x � i +
� x2 + :::
x2(x + i )

(fractions soulignées égales pour1 après).

� Méthode : Multiplier par x2, puis x = 0 [noté � x2; x = 0 ] : a = 1=i = � i .
� Idem : Multiplier par (x + i ), puis prendre x = � i ; alors, cette fois : c = � 2.
� x = 0 : pôle déjà vu. Mais on peut utiliser1 : dans les 2fractions soulignées ,

on multiplie par x et on fait tendre x vers 1 ; alors b+ c = � 1; b = 1 .
� Véri�cation x = i possible.Sans le début du reste, faire aussi x = 1 : moins bon .

27.2.2 Autres exemples

1. Décomposer :
7

(x + 1) 3 . Rép. : déjà fait car on a
cte

(x + 1) 3 +
cte

(x + 1) 2 +
cte

x + 1
et unicité !

2. Décomposer :
7:x

(x + 1) 3 .

Réponse : il su�t d'écrire 7x = 7( x + 1) � 7 d'où :
7x

(x + 1) 3 =
7

(x + 1) 2 �
7

(x + 1) 3 .
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3. Décomposer :
1

x2 + 1
. Réponse :

1
x2 + 1

= 0 +
a

x � i
+

b
x + i

. a; b facile par la méthode,a =
1
2i

.

Mais on peut ici utiliser la parité F (x) = F (� x) =
a

� x � i
+

b
� x + i

) b = � a, utiliser x = 0

et aussi multiplier par x, puis x = 1 qui redonnea + b = 0 . (Et conjuguer si on veut : b = a.)

Bien voir car c'est la dérivée de x 7! Arctan (x).

4. Décomposer
1

x(x + 1)
. En déduire une expression simpli�ée de : Sn =

nX

k=1

1
k(k + 1)

.

Rép. :
1

x(x + 1)
= 0+

a
x

+
b

x + 1
, a = 1 ; b = � 1. Sn = 1 �

1
n + 1

(télescopie) car 1
k(k + 1)

=
1
k

�
1

k + 1
.

5. (*) Décomposer F (x) =
x2 + x + 1
x2(x � 1)2 . (Exercice de calcul.)

Ind. :
x2 + x + 1
x2(x � 1)2 = 0 +

a
x2 +

b
x

+
c

(x � 1)2 +
d

x � 1
; et a; b; c; dréels, en conjuguant, si utile.

a = 1 et c = 3 aisément. Puis � x; x = 1 donne b+ d = 0 . Encore 2 éq. et la vérif. sera faite !

Voir que x = � j est commode vis à vis desdénominateurs : 1=j 2 = j; 1=j = j 2 = � 1 � j , avec

l'implication (Aj + B = Cj + D; A; B; C; D réels) ) A = C ; B = D: A gauche j 2 � j + 1
j 2 :j 4

= � 2j ,

à droite aj + b(1+ j ) � c(1+ j )+ dj ; d'où 2 éq. b� c = 0 ; a+ b� c+ d = � 2; donc b = 3 ; d = � 3.

27.2.3 Décomposition de P0(x)
P(x)

Remarques� Toute autre solution que la suivante : di�cile ! [Penser à P(x) = 9 :(x � 1)2:x6.]

� Tous les pôles sont, en fait, simples ; normal car : sia est racine d'ordrek > 1 de P, alors a racine

d'ordre k � 1 de P0 et donc pôle d'ordre 1 de notre fraction ! Toutefois, le numéro suivant (sur les

pôles simples) ne va pas carla fraction P0=P n'est pas irréductible si P a des racines multiples !

Si P(x) = k:(x � a1)� 1 :(x � a2)� 2 ::::(x � ap)� p , avec (uvw)0 = u0vw + uv0w + uvw0 ::: : P0(x) = :::

donc :
P0(x)
P(x)

=
� 1

x � a1
+ ::: +

� p

x � ap
: (Les coe�cients sont donc ici des entiers naturels !)

27.2.4 (*) Complément théorique : cas d'un pôle simple

Suposons une fraction rationnelle irréductible
N (x)
D (x)

pour laquellex = a est un pôle simple, i.e. (=id est) :

D (a) = 0 ; D 0(a) 6= 0 . Ainsi :
1

xn � 1
n'admet que des pôles simples : lesn racines nièmes de l'unité.

Dans ce cas , le coe�cient de
1

x � a
est :

N (a)
D 0(a)

.

En e�et, on a :
N (x)
D (x)

= E(x) +
�

x � a
+ parties principales relatives aux autres pôles.

Et on sait que : � = [
N (x)
D (x)

:(x � a)]x= a (évalué enx = a) et alors
D(x)
x � a

=
D(x) � D (a)

x � a
�!
x! a

D 0(a)

si a est réel ; (sia non réel, utiliser la formule de Taylor pour les polynômes.)

Exemple
1

xn � 1
= 0+

n � 1X

k=0

� k

x � ! k
en notant ! k = e

ik: 2�
n . Alors : � k =

1

n:! n� 1
k

=
! k

n
. Pourquoi ?

Véri�cation : Si n > 2, on doit avoir
n � 1X

k=0

! k = 0 . Pourquoi ? (avec1 ). Est-ce vrai ? (connu !)
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27.3 Décomposition en éléments simples sur R

27.3.1 Le résultat

1. Sur un exemple
2x4

[x2 + 1] :(x + 1) 2 :

� Rien de changé pour la partie entière. Rien de changé concernant le pôle (double) x = � 1.

� Pour le pôle x = i regroupé ici avec son conjuguéx = � i , la décomposition est :
Ax + B
x2 + 1

, A; B

étant 2 constantes réelles à calculer (après):
2x4

[x2 + 1] :(x + 1) 2 = 2+
Ax + B
x2 + 1

+
c

(x + 1) 2 +
d

x + 1
.

2. Autres exemples

.
1

(x + 1) :[x2 + x + 1] 2 = 0 +
a

x + 1
+

bx + c
[x2 + x + 1] 2 +

dx + e
x2 + x + 1

de manièreunique .

. L'exemple de fraction non réelle
x4 + 1

x2:(x + i )
n'a pas lieu sur R.

. Les exemples
7

(x + 1) 3 ,
7x

(x + 1) 3 ,
1

x(x + 1)
,

x2 + x + 1
x2(x � 1)2 identiques sur R ou C.

. Et
1

x2 + 1
déjà décomposée sur R (mais pas surC : vue ).

3. Que devient la méthode, vue surC, pour le cas deR ?

Sur l'exemple F (x) =
1

(x + 1) :[x2 + x + 1] 2 = 0 +
a

x + 1
+

bx + c
[x2 + x + 1] 2 +

dx + e
[x2 + x + 1]

.

On multiplie chaque membre par [x2 + x + 1] 2, puis on fait x = j (qui annule [...]) !
8
<

:

A droite : il reste b:j + c seulement.

Et à gauche :
1

j + 1
=

1
� j 2 =

� j
1

= � j
Or :

Si ! 62R; A:! + B = C! + D; A; B; C; D réels ) A = C; B = D [à voir]. D'où b = � 1; c = 0 .

Finir :
a est facile. x = 0 est bon et donnee. � x; x = 1 est bon aussi et donned. x = i pour véri�er.

(Autre façon ayant b et c : On peut (pas obligé !) aussi faire

F (x) �
bx + c

[x2 + x + 1] 2 = ::: =
1

[x2 + x + 1]
= 0 +

a
x + 1

+
dx + e

[x2 + x + 1]
et ...)

27.3.2 A bien noter

1. Moins commode :
1

(x � 1):[x2 + x + 1] 2 = 0+
a

x � 1
+

bx + c
[x2 + x + 1] 2 +

dx + e
x2 + x + 1

, bj + c =
1

j � 1
.

Alors faire le produit en croix : (bj + c)( j � 1) = 1 et dès qu'on a j 2, mettre � 1 � j :

b(� 1 � j ) + cj � bj � c = 1 . 2 éq. : � b� c = 1 ; � 2b+ c = 0 . Finir ( x = 0 ; 1 ), véri�er ( x = i ).

2. Exemple initial :
2x4

[x2 + 1] :(x + 1) 2 = 2+
Ax + B
x2 + 1

+
c

(x + 1) 2 +
d

x + 1
.

�
Ici : Ai + B = 2 :i 4=(1 + i )2

A = � 1; B = 0 ; c = 1 ; d = � 3; ?

�

3. Attention : ne pas oublier ni partie entière, ni parité s'il y a lieu

� Paire
1

x4 + 1
sur R. x4 + 1 = ( x2 + 1) 2 � 2x2 ; d'où

1
x4 + 1

= 0 +
ax + b

x2 �
p

2x + 1
+

cx + d

x2 +
p

2x + 1
.

Parité F (� x) = F (x) : plus que 2 coe�cients inconnus ! x = 0 ; x = i : terminent.

(La méthode (*) ? ! annulateur de x2 �
p

2x + 1 ; ! 2 =
p

2! � 1, a! + b = 1= ! 2 +
p

2:! + 1 ...)

� Impaire
1

x(x2 � 1)2 (R ou C : c'est pareil ici). Ecrire F (x) = � F (� x) et unicité ... Ci-après.
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27.4 (*) Exercices en complément

27.4.1 Une fraction impaire
1

x(x2 � 1)2

On a : F (x) =
1

x(x2 � 1)2 =
1

x(x � 1)2(x + 1) 2 =
a
x

+
b

(x � 1)2 +
c

x � 1
+

d
(x + 1) 2 +

e
x + 1

.

Puis F (x) = � F (� x) =
a
x

+
� b

(x + 1) 2 +
c

x + 1
+

� d
(x � 1)2 +

e
x � 1

attention ! Donc par unicité

d = � b; e= c Ou
1

x(x2 � 1)2 =
1

x(x � 1)2(x + 1) 2 =
a
x

+
b

(x � 1)2 +
c

x � 1
+

� b
(x + 1) 2 +

c
x + 1

:

Maintenant :

a est facile avec la 'méthode" ; b idem ; et � x; x = 1 est bon et donnec. (x = i pour véri�er

mais on peut aussi relire son calcul) soit
1

x(x2 � 1)2 =
1
x

�
1=4

(x + 1) 2 �
1=2

x + 1
+

1=4
(x � 1)2 �

1=2
x � 1

.

27.4.2 Un cas de pôle d'ordre élevé
1

(x + 1)( x + 2) 6

Notons :
1

(x + 1)( x + 2) 6 =
a

x + 1
+

b6

(x + 2) 6 +
b5

(x + 2) 5 +
b4

(x + 2) 4 +
b3

(x + 2) 3 +
b2

(x + 2) 2 +
b1

x + 2
.

a est facile ; b6 aussi ; b1 aussi (avec� x; x = 1 ). On veut bien à la rigueur passer
b6

(x + 2) 6 à gauche

mais il reste 4 coe�cients ! Il y a bien mieux, voici :

Posonsx + 2 = T ou x = � 2 + T alors x + 1 = � 1 + T et on cherche :
1

(� 1 + T):T6 =
a

� 1 + T
+

b6

T6 + ::: +
b1

T
, ou encore :

1
� 1 + T

= b6 + b5:T + ::: + b1:T5 + T6:
a

� 1 + T
.

Eh bien, l'écriture
1

� 1 + T
= b6 + b5:T + ::: + b1:T5 + T6:G(T) où T non en facteur dans le dénominateur

de G(T) s'appelle "division suivant les puissances croissantes" de 1 par � 1 + T (hors programme).

Mais ici, elle est connue car:
1 � T6

1 � T
= 1 + T + T2 + T3 + T4 + T5 !

Donc
� 1

1 � T
= � 1 � T � T2 � T3 � T4 � T5 � T6:

1
1 � T

. D'où b6 = b5 = ::: = b1 = � 1 et a = 1 .

27.4.3 Equations réciproques

Une équation (1) a0:zn + ::: + an=0, an 6= 0 , est dite "réciproque" si a racine d'ordre k ) 1=a aussi.

Or l'équation dont les racines sont
1
z

est :
a0

zn + ::: + an = 0 ou (2) an :zn + :::a1z + + a0 = 0 .

Donc : (1) et (2) ont les mêmes racines,
a0

an
=

a1

an� 1
= ::: =

an

a0
= k avec k2 = 1 , soit k = � 1.

L'équation est donc du type (I) si ak = an� k [x3 + 2x2 + 2x + 1 = 0 ]

ou bien du type (II) si an� k = � ak [x6 � x5 + ( � � 1)x4 + (1 � � )x2 + x � 1 = 0].

Résolution : Une fois les racines éventuelles� 1 écartées, on arrive à une équation réciproque aussi,

de degré pair et du type (I) (sinon 1 serait encore racine) soit b0x2r + b1:x2r � 1 + ::: + b2r = 0 et

b0 = + b2r , etc. Ou encore : b0:[xr +
1
xr ] + b1:[xr � 1 +

1
xr � 1 ] + ::: + br =0.

Posons y = x +
1
x

; alors x2 +
1
x2 = y2 � 2; y:(y2 � 2) = ( x +

1
x

)(x2 +
1
x3 ) = x3 +

1
x3 + y donc

x3 +
1
x3 = y3 � 3y ; et en général xk+1 +

1
xk+1 = ( x +

1
x

):(xk +
1
xk ) � (xk� 1 +

1
xk� 1 ).

D'où une équation de degré moitié eny. Voir les 2 exemples.



186 CHAPITRE 27. FRACTIONS RATIONNELLES

M+ Exercices : Fractions rationnelles R(x), C(x) PTSI

1. Calculer la dérivéen-ième de:
3x + 2
x2 � 4

. Puis de :
1

x2 + 1
. (Décomposer surC.)

2. Décomposer surC :
1

x4 � 1
(paire) ;

3x � 1
x2(x + 1) 2 (x = j ) ;

(x2 � x � 1)2

x2(x � 1)2 (partie entière non nulle) ;

puis (*)
n!

x(x � 1)(x � 2):::(x � n)
; (*)

1
x(x2 � 1)2 (impaire) ; (*)

1
(x + 1)( x + 2) 6 .

3. (*) Décomposer

(a) sur C puis sur R :
3

x3 � 1
(à voir) ;

1
(x2 � 1)(x2 + 1) 2 (paire).

(b) sur R :
1

x4 + x2 + 1
1

x3(1 + x3)
(T = x3)

x4 + 3x2 + 1
(x + 1) 2(x2 � x + 1)

x5 + 1
(x2 + x + 1) 2 .

4. Pour P(x) = k(x � a1)� 1 :::(x � ap)� p , calculer P0 (même avec coe�cients complexes) ; puis
P0

P
.

(*) Déduire que les racines deP0 sont barycentres de celles deP, a�ectées de coe�cients positifs.

(*) Puis interpréter ce résultat en termes de convexité. (Théorème de Lucas).

5. On cherche les polynômesP tels queP0 divise P.

(a) Véri�er que O est le seul polynôme constant solution. Essayer de trouver d'autres exemples.

(b) 1ère méthode. Si n=degré(P) > 1, véri�er que : n:P (x) = P0(x):(x � a). (� )
Alors, avec (� ) : Si b est une racine deP d'ordre k > 1, véri�er que b est racine deP0 d'ordre

k � 1 et donc b = a. Conclure queP n'a qu'une seule racine (d'ordren).

(c) 2ème méthode. Avec (� ) et la formule de Leibnitz, montrer (n � k):P (k)(x) = P (k+1) (x):(x � a).
Conclure que P (k) (a) = 0 , si k 6 n � 1. Donc P(x) = K: (x � a)n .

(d) 3ème méthode(� ) donne
P0(x)
P(x)

=
n

x � a
(�� ) d'une part. D'autre part

P0(x)
P(x)

est connu (ex.

précédent ou cours). Par l'unicité de la décomposition (nondémontrée, il est vrai), conclure.

[On peut aussi penser à une équation di�érentielle ; voir cependant quea peut être non réel.]

6. (*) C.N.S. pour que F (x) =
(x � a)(x � b)

(x � c)2(x � d)2 ; c 6= d ait des primitives rationnelles ?

[Ind : On écrit F (x) =
�

(x � c)2 +
�

x � c
+



(x � d)2 +

�
x � d

. On veut � = � = 0 ; mais � + � = 0

(avec � x; x = 1 ) donc C.N.S. � = 0 . On verra alors que ceci se traduit -par équivalence- par :
1

c � a
+

1
c � b

=
2

c � d
; ceci signi�ant que (a; b; c; d) sont en "division harmonique" -ou quadrangle

harmonique si complexes- avec, par ex., la relation équivalente : (a + b)(c + d) = 2( ab+ cd).]

Autre solution commode : identi�er une primitive avec k=(x � c) + l=(x � d) et dériver celle-ci !



Chapitre 28

Intégrales simples f : [a; b] ! R

Il s'agit d'un segment [a; b] et d'une fonction bornée; sinon "Intégrale généralisée". [Spé comme les cas
Z 1

0

1
p

x
:dx,

Z 1

0
ln (x):dx (non bornée) ;

Z + 1

1

dx
x2 , I (a) =

Z + 1

0

dx
(1 + x2)(1 + xa)

=
I (a) + I (� a)

2
=

�
4

!]

28.1 Dé�nition de
Z b

a
f (x)dx en se limitant à f continue par morceaux

28.1.1 Cas des fonctions en escalier sur [a; b], a < b : aire

1. Dé�nition

f dé�nie sur [a; b] est dite "en escalier" s'il existe un nombre �ni n et une subdivision� :
x0 = a < x 1 < ::: < x n = b dite "adaptée" telle que f soit constante sur chaque ]x i � 1; x i [:

Exemple :

� x 7! E(x) est en escalier sur [0,
5
2

] et 0 < 1 <
3
2

< 2 <
5
2

est une subdivision adaptée.
� D'ailleurs : chaque fois qu'on rajoute un point nouveau à unesubdivision

(on dit subdivision "plus �ne") si la première était adaptée à f , la seconde aussi !

2. Propriété-Dé�nition

Si f = ki sur ]x i � 1; x i [ pour une subdivision adaptée ; alors� � =
nX

i =1

(x i � x i � 1):ki ne dépend

pas de la subdivision adaptée� ; on l'appelle intégrale def sur [a; b] et on note
Z b

a
f (x)dx:

Démonstration . Se limiter simplement à voir que :
Z 5=2

0
E(x):dx = 2 .

Beaucoup de dém. seront omises mais faisons celle-ci: 1) D'abord un dessin !
2) Puis, soit � = x0 = a < x 1 < ::: < x n = b une subdivision adaptée. Notons :

� 0 = � [ x0; x0 2]x i � 1; x i [: Alors � � = � � 0 car (x i � x i � 1):ki = ( x i � x0)ki + ( x0 � x i � 1)ki .
Et donc en ajoutant un nombre �ni de points à � , de même.

3) Puis : si � 1 et � 2 sont deux subdivisions adaptées,� � 1 = � � 1 [ � 2 = � � 2 .

28.1.2 Cas fondamental des fonctions continues sur [a; b], a < b

1. Théorème
Approximation uniforme desf continues par une fonction en escalier minorante ou majorante.

f étant C0([a; b]) ; 8� > 0; 9' et  en escalier: ' 6 f 6  et 8x 2 [a; b]; 0 6  (x) � ' (x) < � .

Admis. En particulier :
8x 2 [a; b]; j f (x) � ' (x) j< � donc : sup[a;b] j f � ' j6 � ; on dit que l'approximation est uniforme.
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2. Conséquence. A partir de là, on voit sans peine que, sia < b, pour ';  en escalier :

supf
Z b

a
' (x)dx; ' 6 f g noté I " est égal à inf f

Z b

a
 (x)dx;  > f g noté I #.

Cette valeur commune par dé�nition est appelée intégrale def sur [a; b] et notée
Z b

a
f (x)dx. 1

En résumé, on prend soit les fonctions en escalier minorantes ; soit les majorantes ; soit les deux.

Fonctions CM : x 7! x:E (x)=2

2

2
0

0

28.1.3 (*) Extension au cas des fonctions continues par morc eaux sur [a; b]

1. Exemples � Limiter les paragraphes 2,3 à :
Z 3

0

x
2

:E(x):dx = 0 +
3
4

+
5
2

. Dessus, �g.3.

� Complément f (x) = Arctan (
1 + tan(x)
1 � tan(x)

) = Arctan [tan(x +
�
4

)] � -périodique ; graphe ?

On peut la compléter aux points �= 4 + k:� par la valeur 0, si on veut.

2. Dé�nition. Théorème (facultatif) Cas a < b.

On dit que f est continue par morceaux sur[a; b] s'il existe un nombre �ni N et une subdivision
(adaptée) a0 = a < a 1 < ::: < a N = b telle que f =]ai � 1 ;ai [ soit continue et prolongeable

par continuité sur chaque[ai � 1; ai ], ce qui signi�e : limites �nies aux bornesa+
i � 1 et a�

i .

Notons : C[a; b] désigne l'ensemble des fonctions continues sur[a; b].
On notera : Esc[a; b] l'ensemble des fonctions en escalier sur[a; b]:
CM [a; b] l'ensemble des fonctions continues par morceaux sur[a; b] : il contient les deux autres.

Alors Le théorème d'approximation par des fonctions en escalier s'étend aux fonctionsCM [a; b].

3. Conséquence:
On dé�nit l'intégrale de f 2 CM [a; b] pour a < b comme ci-dessus2. De plus, on pose

si a = b (dé�nition)
Z a

a
f (x)dx = 0 ; et si a > b

Z b

a
f (x)dx = �

Z a

b
f (x)dx.

Note Changer f en un point, donc en un nombre �ni de points, ne modi�e en rien l'intégrale.

28.1.4 Enoncé des propriétés de l'intégrale

1. Par rapport à l'intervalle . Relation de Chasles

Si f continue par morceaux : 8a; b; c:
Z c

a
=

Z b

a
+

Z c

b
qui se généralise.

2. Par rapport à la fonction. Linéarité

� Posons :I (f ) =
Z b

a
f (x)dx ; alors I (f + g) = I (f ) + I (g); I (�:f ) = �:I (f ); � 2 R.

� Pour f : [a; b] ! C, (par exemplex 7! eix ), on dé�nit :Z b

a
f (x)dx =

Z b

a
f 1(x)dx + i

Z b

a
f 2(x)dx. Alors I (�:f ) = �:I (f ); même pour� 2 C.

1Pour la fonction 1Q sur [0; 1], on a aisément: I " = 0 < I # = 1 ; on dit "non intégrable au sens de Riemann".
2Pour d'autres fonctions aussi. f (0) = 0 ; f (x) = sin (1=x) sur [0,1] est : non continue par morceaux, mais a une intégrale !
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28.1.5 Inégalités

1. Théorème
Si a 6 b : f > O )

Z b

a
f (x)dx > 0; d'où f 6 g )

Z b

a
f (x)dx 6

Z b

a
g(x)dx:

En particulier : a 6 b ) j
Z b

a
f (x)dx j 6

Z b

a
j f (x) j dx:

Démonstration3 Attention : a 6 b

� Si f > O, ' = O est une fonction en escalier minorante et
Z b

a
' (x)dx = 0 6

Z b

a
f (x)dx = I (f ).

� Pour la déduction, voir que g � f > O ; donc I (g � f ) = I (g) � I (f ) > 0.

� Puis le cas particulier :
� j f j6 f 6 j f j ; et donc � I (j f j) 6 I (f ) 6 I (j f j) ; or � B 6 A 6 B donne j A j 6 B:

2. Remarque: Si j f j6 K et a 6 b, on peut majorer encore :
Z b

a
j f (x) j dx 6 K: (b � a):

28.1.6 Valeur moyenne de f

1. Dé�nition On appelle valeur moyenne def sur [a; b], a 6= b, la valeur � =
1

b� a

Z b

a
f (x)dx ;

si m 6 f 6 M , on a : � 2 [m; M ]. (Voir le rectangle de même aire).

Démonstration Permuter a et b n'a pas d'e�et sur � : on peut donc supposera < b. Puis facile.

Exemples � Valeur moyenne dex 7!
p

R2 � x2 sur [0; R]

x
y

:
Z b

a
f (x)dx = (b� a):�

x
y

Avec l'interprétation géométrique (quart de cercle ) l'intégrale vaut
�:R 2

4
; =) � =

�:R
4

.

� Idem. Calculer par interprétation géométrique (demi-cercle à prouver)
Z b

a

p
(x � a)(b� x)dx:

Remarque

Si a < c < b et f > 0 sur [a; c], f 6 0 sur [c; b], l'aire géométrique vaut
Z c

a
f (x)dx+ j

Z b

c
f (x)dx j.

2. Cas où f est continue sur [ a; b]

� Propriété Dans le cas oùf est continue sur [a; b], 9c 2 [a; b] tel que
Z b

a
f (x)dx = ( b� a):f (c):

Démonstration [Propriété essentielle pour une preuve de la partie suivante .]

On prend M = sup[a;b](f ) = f (x1) par Théorème de continuïté sur un segment ; idemm = f (x2).

Par le Théorème ici des valeurs intermédiaires avec la continuïté : 9c 2 [x1; x2] � [a; b] : � = f (c).

� Théorème: Hypothèses pour pouvoir a�rmer
Z b

a
f (x)dx > 0 [utilisé en Spé .]

Les 4 hypothèses suivantes: a < b; f > O; f 6= O; f continue; entrainent
Z b

a
f (x)dx > 0:

Démonstration

Soit x0 tel que f (x0) > 0. Avec � =
f (x0)

2
> 0; commef continue, 9� > 0 tel que :

sur ]x0 � �; x 0 + � [\ [a; b] intervalle de longueur l > 0, on ait f (x) > f (x0) � � =
f (x0)

2
;

ailleurs f > O ; d'où :
Z b

a
f (x)dx > l:

f (x0)
2

> 0:
�

Contre-ex. si on enlève la continuité
prendre f : x 7! E(x), f 6= O sur [0; 1]

�

3Plus généralement, I (j f j) existe dès queI (f ) existe ; par exemple pour les fonctions monotones ;1=E(1=x) sur [0,1].
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28.2 Calcul d'intégrales

28.2.1 Théorème fondamental du calcul intégral : ici f C 0

Théorème

Soit f continue sur I intervalle, a 2 I . Alors F (x) =
Z x

a
f (t)dt est dérivable de dérivéef .

Puis (aisé) : Toute primitive est du type G(x) = F (x) + cte et
Z b

a
f (x)dx = [ G(x)]b

a

Au passage, toute fonction continuesur un intervalle y admet donc des primitives.

Démonstration. Déjà
Z x

a
f (t)dx existe. Et 9c 2 [x0; x0 + h] : F (x0 + h) � F (x0) =

Z x 0 + h

x 0

f (t)dt = h:f (c)

avec la formule de la moyenne,f C 0 (pas seulement continue par morceaux). Donc
1
h

(F (x0+ h)� F (x0)) =

f (c) �!
h! 0

f (x0) avec encoref C 0, d'où F 0(x0) = f (x0). Ex :
Z �= 2

0
sin (x):dx = [ � cos(x)]�= 2

0 = +1 > 0.

C'est la 1ère façon de calculer une intégrale (aire) : avec les primit ives (mieux vues au ch. suivant) ;
la 2ème : intégration par parties (ci-dessous) ; la 3ème : cha ngement de variables (ci-dessous).

Conséquence
Soit maintenant f C 0 de [a; b] ! R et u; v : J �! [a; b], deux fonctions dérivables.

Alors � (x) =
Z v ( x )

u ( x )
f (t)dt est dérivable surJ et � 0(x) = f [v(x)]:v0(x) � f [u(x)]:u0(x):

Démonstration. Soit F une primitive même non expliscitée de f ; alors � (x) = F [v(x)] � F [u(x)] est

dérivable par composition, etc. Ex : [f (t) =
1

ln (t)
],

d
dx

(
Z x 2

x

dt
ln (t)

) =
2:x

ln (x2)
�

1
ln (x)

=
x � 1
ln (x)

; x > 0; x 6= 1 .

28.2.2 Intégration par parties notons
Z

f (x)dx pour
Z x

a
f (t)dt + cte, primitive si fC 0

Théorème
Soit ici x ! u(x); v(x); C1 sur un intervalle [u0; v0 continue par morceaux su�t], alorsZ

u(x):v0(x)dx = u(x):v(x) �
Z

v(x):u0(x)dx ou
Z

u:dv = u:v �
Z

v:du; du = u0(x):dx:

Démonstration. C'est (u:v)0 = u0:v + u:v0 et on intègre. 4 exemples à bien voir :

�
Z

x:cos(x):dx = x:sin (x)�
Z

sin (x):dx ...
Z �= 2

0
x:cos(x):dx = [ x:sin (x)]�= 2

0 �
Z �= 2

0
sin (x):dx =

�
2

� 1,

car on a poséu(x) = x vu qu'on voulait le dériver (diminue le degré du polynôme) et v0(x) = cos(x).

�
Z

ln (x)dx =
Z

ln (x)& :1% dx... u(x) = ln (x); v0(x) = 1 )
Z

ln (x):dx = x[ln (x) � 1] + C �
Z

ex :x:dx = :::

�
Z 1

0
Arctan (x)dx = [ x:Arctan (x)]1

0 �
Z 1

0

x
1 + x2 dx =

�
4

�
1
2

:
�
ln (1 + x2)

� 1

0 =
�
4

�
ln (2)

2
, u(x) = Arctan (x); v0(x) = 1 .

28.2.3 Changement de variables

Théorème

1) Pour les primitives : soit x = ' (t); C1 ;
Z

f (x)dx =
Z

f [' (t)]:' 0(t)dt mais on impose

de plus ' bijective pour revenir à x : t = ' � 1(x): 2) Tandis que pour les intégrales :

si ' (� ) = a; ' (� ) = b;
Z b

a
f (x)dx =

Z �

�
f [' (t)]:' 0(t)dt, sans que' soit forcément bijective.

Démonstration de 2). Voir, à droite, que Fo' est une primitive. 4 exemples :

� f paire sur [� a; a] )
Z 0

� a
f (x)dx =�

t = � x
dx = � dt

�

Z t =0

t = a
f (� t):(� dt) =�

car f
paire

�

Z a

0
f (t):dt.

Z a

� a
f (x)dx = 2 :

Z a

0
f (x)dx.

� De même : f impaire sur [� a; a] )
Z 0

� a
f (x)dx = �

Z a

0
f (t)dt ; et donc :

Z a

� a
=

Z 0

� a
+

Z a

0
f (x)dx = 0 .

�
Z

(1 + x2)3:x:dx primitive d'un polynôme ; développer (1 + x2)3 mauvais car
1
2

u3(x):u0(x) de prim.
u4

8
!

� Soit I a =
Z a

1=a

ln (x)
1 + x2 dx ; on n'a pas de primitive expliscite mais t =

1
x

) 8 a > 0; I a = � I a : I a = 0 .
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28.3 Sommes de Riemann ( f C 0 ou C0 par morceaux)

28.3.1 Méthode des rectangles ( x0 = a < x 1 < ::: < x n = b, "pas" : max j x i � x i � 1 j)

1. Notation. En général, subdivision� régulière : x i � x i � 1 =
b� a

n
. Puis sur [x i � 1; x i ] : f (� i ), avec

� i 2 [x i � 1; x i ] qui donne � � =
nX

i =1

(x i � x i � 1:f (� i ), appelée somme de Riemann.4 On prendra :

� les bords droits :� n =
nX

k=1

b� a
n

:f (a + k:
b� a

n
) � ou gauches :� 0

n =
n� 1X

k=0

b� a
n

:f (a + k:
b� a

n
)

� parfois les milieux (ici pareil que les tangentes aux milieux : méthode de Poncelet. Dessin après)

2. Théorème5
Admis : Les sommes de Riemann� n tendent vers

Z b

a
f (t)dt si n ! + 1 . D'où

Sn =
1
n

:
nX

k=1

f (a + k:
b� a

n
) �!

n! + 1

1
b� a

Z b

a
f (t)dt = � =

Z 1

0
f [a + ( b� a):x]dx:

� Comment reconnaitre une somme de Riemann si le cas ? voir 3 choses :
1
n

, � et le dé�lé "
k
n

".

� On peut se limiter à changer la variable discrète"
k
n

" en la variable continuex 2 [0; 1] car on

a aussi :� =
Z 1

0
f [a + ( b� a):x]dx [à voir : t = a + ( b� a):x]. Mais ne pas écrire " x =

k
n

" !)

28.3.2 Exemple. Sn = 1
n + 1

+
1

n + 2
+ ::: +

1
n + n

=
1
n

X

16 k6 n

1

1 + k
n

somme de Riemann :

de f (x) =
1

1 + x
C0 sur [0; 1] avec les bords droits ; ( ou deg(x) =

1
x

C0 sur [1; 2].) Par théorème :

Sn converge etSn �!
n! + 1

Z 1

0

dx
1 + x

=
Z 2

1

dt
t

= ln (2). Analogues Sn =
nX

k=1

n + k
n2 + k2 �!

n! + 1

�
4

+
ln (2)

2

Sn =
nX

k=1

1
p

n2 + k2
�!

n ! + 1

Z 1

0

dx
p

1 + x2
= [ ln (x +

p
1 + x2]10 = ln (1 +

p
2) : avec cette primitive donnée !

28.3.3 Complément : méthodes des trapèzes de calcul approch é (cf. 28.5.1)

1. Valeur approchée. Sur [x i � 1; x i ] au lieu de prendre (x i � x i � 1)f (x i ) (bord droit) ou (x i � x i � 1)f (x i � 1)

(gauche), on prend la
1
2

somme (x i � x i � 1)
f (x i � 1) + f (x i )

2
: l'aire du trapèze

(Base + base):hauteur
2

qui donne la valeur approchée : Tn =
� n + � 0

n

2
=

1
n

 
f (a) + f (b)

2
+

n � 1X

k=1

f (a + k
b� a

n
)

!

.

2. Dessin: (Note : équivaut à tangentes : )

4On considère aussi la somme :s� =
nX

i =1

(x i � x i � 1):m i , où m i = inf f [x i � 1 ;x i ] ; appelée somme de Darboux inférieure ;

et encore : S� =
nX

i =1

(x i � x i � 1):M i , où M i = sup f [x i � 1 ;x i ] ; appelée somme de Darboux supérieure.

5Un majorant de l'erreur est j � n j6
M 1(b� a)2

n
; fC 1 pour les bords droits. Mais pour les points milieux, ou métho de dite

"des tangentes" (aux milieux !), j � n j6
M 2(b � a)3

24n2
; fC 2 ; avec g(v) � g(u) = ( v � u)g0(

u + v
2

) +
(v � u)3

24
g(3) (c); c 2 [u; v].
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28.4 Formule de Taylor Lagrange

28.4.1 Taylor avec reste intégral (*)

Soit f C n+1 sur [a; b] ; alors f (b) = f (a) +
b� a

1!
f 0(a) + ::: +

(b� a)n

n!
f (n)(a) +

Z b

a

(b� t)n

n!
f (n+1) (t)dt:

Démonstration (en fait facile, par récurrence ; on dit aussi reste de Laplace.)

1. n = 0 . On doit voir que :
Z b

a
f 0(t)dt = f (b) � f (a) avec f C 1 ; c'est clair.

2. Passage au rangn + 1 . On doit voir que :
Z b

a

(b� t)n

n!
f (n +1) (t)dt =

(b� a)n +1

(n + 1)!
f (n +1) (a) +

Z b

a

(b� t)n +1

(n + 1)!
f (n +2) (t)dt si f C n+2 sur [a; b].

C'est sans problème, par parties, dès qu'on voit que : v0(t) =
(b� t)n

n!
, v(t) = �

(b� t)n +1

(n + 1)!
.

28.4.2 Taylor avec reste de Lagrange

1. Egalité de Taylor-Lagrange pourf : [a; b] ! R.

f C n+1 ([a; b]; R); 9c 2 [a; b]: f (b) = f (a) +
b� a

1!
f 0(a) + ::: +

(b� a)n

n!
f (n)(a)+

(b � a)n +1

(n + 1)!
f (n +1) (c).

Démonstration (� ) : Soit m = inf [a;b]f
(n+1) ; M = sup[a;b]f

(n+1) où f (n+1) C0 [a; b] ! R. Aisément

Y =
(n + 1)!

(b� a)n+1 :
Z b

a

(b� t)n

n!
f (n+1) (t)dt 2 [m; M ]. Le théorème des valeurs intermédiaires pour

f (n+1) , donne : 9c 2 [a; b] tel que Y = f (n+1) (c) ; ou
Z b

a

(b� t)n

n!
f (n +1) (t)dt =

(b� a)n +1

(n + 1)!
f (n +1) (c).

2. Exemples importants

� Retenons : Le casn = 0 de la formule de T-L : 9c 2 [a; b] tel que f (b) = f (a) + ( b� a)f 0(c) est
le Th. des Accr. �nis ! (sauf qu'on sait même 9c 2]a; b[ si a 6= b avec des hypothèses moins fortes).

� Prenonsb = x ;
nX

k=0

(x � a)k

k!
f (k)(a) est la "partie polynômiale" (de la formule de Taylor) connue.

� Pour f = exp, a = 0 ; b = x ; on va prendrex = 1 (puis x = � 10 ou x = +100 ; non proche de 0)

Alors : j ex � (1 +
x
1!

+
x2

2!
+ ::: +

xn

n!
) j6

j x jn+1

(n + 1)!
:K où K = sup[0;x ](e

t ) ne dépend pas den.

Pour a �xé, n ! + 1 , on sait
an

n!
�!

n ! + 1
0 ; d'où par exemple Sn = 1 +

1
1!

+
1
2!

+ ::: +
1
n!

�!
n ! + 1

e.

3. Complément : Inégalité de Taylor-Lagrange pourf : [a; b] ! R2

Au lieu de l'égalité de T-L, on utilise l'inégalité (moins simple) de T-L : En e�et, l'inégalité est
vraie pour f : R ! C ou f : R ! R2. Mais l' égalité des accroissements �nis n'est pas vraie pour
f : R ! C. Exemple : f (x) = eix sur [0; � ] : f (� ) � f (0) = �:f 0(c) impossible avec les modules !

Inégalité de (T-L) : j f (b) �
nX

k=0

(b� a)k

k!
f (k)(a) j 6

j b � a jn+1

(n + 1)!
sup[a;b] j f (n+1) j, f C n+1 [a; b]:

4. Note (*) : Di�érence entre le reste de Lagrange et celui de Young ? ( ici : DL, ch 30)

� Alors que le reste de Lagrange ne suppose pasx � a "petit" : Bien relire l'exemple précédent.
� Celui de Young (x � a)n :� (x) n'est connu quesi x proche dea. (ch.Développements Limités.)

� Retenons l'égalité de T-L pour f : [a; b] ! R, qui généralise les Accroissements Finis.
� L'inégalité s'en déduit aisément (et se démontrepour f : [a; b] ! R2 à partir du reste intégral).
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28.5 Compléments

28.5.1 (*) Majorant de l'erreur dans la méthode des trapèzes

Trapèzes :6 � D'abord : g(v) � g(u) = ( v � u):
g0(u) + g0(v)

2
�

(v � u)3

12
:g(3) (c); c 2 [u; v].

(Prendre h(x) = g(x) � g(u) � (x � u)
g0(u) + g0(x)

2
� K (x � u)3, K tel que h(v) = 0 .)

� Puis avec
Z v

u
f (x)dx = g(v) � g(u) arriver à : j � n j 6

M 2(b� a)3

12n2 ; fC 2, M 2 = sup[a;b] j f " j.

28.5.2 (*) Problème corrigé : intégrales de Wallis

1. Soit I n =
Z �= 2

0
sin n(x)dx ; alors I n =

Z �= 2

0
cosn (x)dx.

Obtenu avec t =
�
2

� x; (et dessiner cos2, sin 2 sur [0;
�
2

])

2. Puis on a la formule de récurrence : n:I n = ( n � 1):I n� 2 avec I 0 =
�
2

, I 1 = 1 .

En e�et

I n =
Z �= 2

0
sin n� 1(x)& :sin (x)% dx = [ � cos(x):sin n� 1(x)]�= 2

0 +( n� 1):
Z �= 2

0
cos(x):sin n� 2(x):cos(x)dx

et en écrivant cos2(x) = 1 � sin 2(x), on a : I n = 0 + ( n � 1)[I n� 2 � I n ] pour n > 2 ... (Finir !)

3. Celà donne: I 2 =
1
2

:I 0 =
1
2

:
�
2

I 4 =
3
4

:I 2 =
3:1
4:2

:
�
2

et I 3 =
2
3

I 1 =
2
3

I 5 =
4
5

:I 3 =
4:2
5:3

:

4. Ensuite n:I n :I n � 1 =
�
2

En e�et : la suite n:I n :I n� 1 est stationnaire (aisé) et vaut 1:I 1:I 0.

5. Puis I n �
n ! + 1

r
�
2n

En e�et sin n� 2 > sin n� 1 > sin n sur [0;
�
2

] donne I n� 2 > I n� 1 > I n > 0;

d'où I n �
n! + 1

I n� 1 en divisant par I n : donc n:I 2
n �

n! + 1
�= 2 ...

6. D'où Cp
2p �

p! + 1

4p

p
�:p

[Formule de Wallis utile pour montrer la formule de Stirling donnant

un équivalent den!]. En e�et :

I 2p =
(2p � 1)(2p � 3):::3:1

(2p)(2p � 2):::4:2
:
�
2

=
2p(2p � 1)(2p � 2)(2p � 3):::3:2:1

[(2p):(2p � 2):::4:2]2
:
�
2

=
(2p)!

22p:(p!)2 :
�
2

�
p! + 1

r
�

2:2p
...

28.5.3 (*) Précisions

� Quand f continue, x 7�!
Z x

a
f (t)dt est dérivable : primitive de f . (Théorème fondamental.)

� Quand f est seulement continue par morceaux (donc bornéesur [a; b]), on a quand même (aisé)

F : x 7�! F (x) =
Z x

a
f (t)dt est déjà continue [on met la lettre t sous l'intégrale]. car :

j F (x0 + h) � F (x0) j = j
Z x0+ h

x0

f (t):dt j 6 j
Z x0+ h

x0

j f (t) j :dt j 6 K: j h j ; (K majorant de j f j).

Et là où f continue (donc sauf quelques points ),F dérivable. (cf. x 7!
Z x

0
E(t):dt sur [� 1; 2].)

6 Et si f a une convexité constante, encadrement avec la méthode "destangentes" ! On peut faire aussi un bary-
centre de la méthodes des trapèzesTn et de la méthode des points milieux ou des tangentesI n : c'est la méthode de Simpson.
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M+ Exercices : Intégration des fonctions : R ! R PTSI

1. Par parties .
Z

ln(x):dx,
Z

Arctan (x)dx,
Z

Arcsin (x)dx (
Z

x:dx
p

1 � x2
: type

k:u0

p
u(x)

).

2. Changement de variable : (a)
Z

x:(1 + x2)5:dx (avec u = 1 + x2).

(b) Si f 2 CM , T-périodique; montrer :
Z a+ T

a
f (x)dx =

Z T

0
f (x)dx =

Z T=2

� T=2
::: : indépendant dea.

(c) (*) Avec x = tan(t); t 2 ] � �= 2; �= 2[, montrer que : I =
Z p

3

� 1

dx
(1 + x2)3=2

=

p
3 +

p
2

2
> 0.

3. (*) Calcul des limites des suites [on reconnaitra que ce sont des sommes de Riemann ] :

(a) Avec
nX

k=1

k2 �
n ! + 1

n3

3
et Sn =

1
n

nX

k=1

(
k
n

)2, déduire lim
n! + 1

Sn (
Z 1

0
x2:dx =

1
3

Archimède.)

(b) Sn =
1
n

:[ln (1 +
1
n

) + ::: + ln (1 +
n � 1

n
)]. [Ajouter ln (1 +

0
n

) bords gauches,
Z

ln(t)dt vu]

(c) Sn =
nX

k=1

k
n2 :sin (

k�
n

): [On calcule :
Z 1

0
x:sin (�:x )dx par parties]

(d) Sn =
nX

k=1

k2

n2:( 3
p

n3 + k3)
. [Indication :

Z
[u(x)] � 1=3:u0(x):dx =

3
2

u� 1=3+1 + Cte]

(e) Sn =
1
n2 :

nX

k=1

:
p

k(n � k). [Poser x =
1 + sin (t)

2
dans l'intégrale ou interprétation !]

(f) Pn =
nY

k=1

�

1 +
k2

n2

� 1
n

. [ln (Pn ) ; parties et
x2

x2 + 1
= 1 �

1
x2 + 1

] (g*) Pn =
1
n

:
n

r
(2n)!

n!
.

4. (*) Taylor-Lagrange. Soit un = 1 �
1
2

+
1
3

+ :::+( � 1)n� 1 1
n

: vn = 1 �
1
3

+
1
5

+ :::+( � 1)n� 1 1
2n � 1

.

(a) Sur une droite, dessineru1; u2; u3; u4:::. Que penser si on considéraitxn = u2n ; yn = u2n+1 ?

(b) On donne pour x 2] � 1; 1] : ln (1 + x) = x �
x2

2
+

x3

3
+ ::: + ( � 1)n� 1:

xn

n
+

(� 1)n :xn+1

(n + 1) :(1 + c)n+1

où c 2 [0; x] ; c'est l'égalité de (T-L). En déduire : j ln (2) � un j6 1=(n + 1) .

(c) Plus simple : Intégrer sur [0; X ] : 1 � x + x2 + ::: + ( � x)n� 1 =
1

1 + x
�

(� 1)n xn

1 + x
. Puis : X = 1 .

Montrer que : 0 6 I n =
Z 1

0

xn

1 + x
dx 6

Z 1

0
xn :dx. Conclure. (*) Cas de(vn ) avecArctan ?

5. (*) "Lemme de Riemann-Lebesgue". Soit I � =
Z b

a
f (x)sin (�:x )dx. Allure de x 7�! sin (8x) ?

On prend f C 1. Montrer que I � �!
� ! + 1

0 en justi�ant avec soin (par parties) que : j I � j6
Cte
�

:

6. (*) Dans le casf : [a; b] ! C; (a 6 b) l'inégalité j
Z b

a
f (x)dx j 6

Z b

a
j f (x) j dx est vraie (modules).

Une preuve astucieuse: (*) G = ei�
Z b

a
f (x)dx =

Z b

a
ei� f (x)dx =

Z b

a
f 1(x)dx 6

Z b

a
j f 1(x) j dx ...



Chapitre 29

Calcul de primitives

29.1 Primitives usuelles

29.1.1 Tableau ( sh; ch; th; coth : alléger ; Argsh ... : hors programme)

Fonctions Primitives Domaines etremarques

f (x) = x �

8
><

>:

F (x) =
x � +1

� + 1
+ cte; sauf si

� = � 1 :
Z

dx
x

= ln (j x j) + C

8
><

>:

Ex :
Z

dx
p

x
= 2 :

p
x + cte : ]0; + 1 [

Z
dx
x2 =

� 1
x

+ C : ] � 1 ; 0[; ]0; + 1 [

Rationnelles :

.
1

x2 + 1
Arctan (x) + cte

Z
dx

x2 + a2 =
1
a

:Arctan (
x
a

) + cte

.
1

x2 � 1
On décompose surR

Z
dx

x2 � a2 =
� 1
2a

:ln j
x + a
x � a

j + cte

Trigonométriques :

sin (x); cos(x) � cos(x) + cte; + sin (x) + cte
Z

sin (ax + b) =
� 1
a

cos(ax + b) + cte

1
cos2(x)

= 1 + tan2(x) tan(x) + cte =)
Z

tan2(x)dx = tan(x) � x + cte

1
sin 2(x)

= 1 + cot2(x) � cot(x) + cte =)
Z

cot2(x)dx = � cot(x) � x + cte

sh(x); ch(x) + ch(x) + cte; + sh(x) + cte
Z

sh(ax + b) =
1
a

ch(ax + b) + cte

1
ch2(x)

= 1 � th2(x) th(x) + cte =)
Z

th2(x)dx = x � th(x) + cte

1
sh2(x)

= coth2(x) � 1 � coth(x) + cte =)
Z

coth2(x)dx = :::

Avec le ln :
u0(x)
u(x)

ln j u(x) j + cte

8
>><

>>:

Une primitive de f [u(x)]u0(x) est F [u(x)]
Une primitive de f [u(x)] est inconnue .

Ex :
Z

u� (x):u0(x):dx =
u� +1

� + 1
si � 6= � 1

. tan(x) � ln j cos(x) j + cte Là où le dénominateur est non nul.

. cot(x) + ln j sin (x) j + cte Idem.

. th(x) + ln [ch(x)] + cte Rappel ch > 1 sur R.

. coth(x) + ln j sh(x) j + cte Là où le dénominateur est non nul.

Par parties : ln (x) x[ln (x) � 1] + cte Idem :
Z

Arctan (x):dx.

195



196 CHAPITRE 29. CALCUL DE PRIMITIVES

Irrationnelles : Seule la 1ère au programme
1

p
1 � x2

Arcsin (x)+ cte = � Arccos(x)+ Cte
Z

dx
p

a2 � x2
= Arcsin (

x
a

) + cte; a > 0

1
p

1 + x2
Argsh(x)+ cte = ln (x+

p
x2 + 1)+ cte

Z
dx

p
x2 + a2

= ln (x +
p

x2 + a2) + cte

1
p

x2 � 1
Dépend des intervalles (x 6 � 1 ?)

Z
dx

p
x2 � a2

= ln j x +
p

x2 � a2 j + cte

Attention : Une primitive de j f 0 j n'est pas j f j !

29.1.2 Pour retenir

1. Homogénéïté

� Dans
Z

dx
x2 + a2 , si x en [mètres],a aussi ;dx aussi ; le résultat est homogène à [1/mètres] ; d'où

la présence du terme "
1
a

" devant. Tandis que :

� Dans
Z

dx
p

a2 � x2
, si x, a, dx en [m.] : résultat homogène à un pur nombre ; rien devantArcsin .

2. Démonstration des formules encadrées

�
Z

dx
x2 + a2 , poser x = a:t; a 6= 0 dx = a:dt ...

�
Z

dx
x2 � a2 a 6= 0 , décomposer

1
x2 � a2 sur R.

�
Z

dx
p

a2 � x2
poserx = a:t ; on a besoin dea > 0 ... Et

�
2

� Arccos(t) = Arcsin (t) !

� Celle-ci et la suivante non faites ... (l'énoncé la donnerait) :
Z

dx
p

x2 + a2
, poserx = a:t; a > 0.

� De même
Z

dx
p

x2 � a2
... voir que :

Z
dx

p
x2 � 1

= ln j x +
p

x2 � 1 j + cte [deux intervalles].

29.1.3 Des exemples (surtout 1, 2)

1. Par linéarisation connue :
Z

sin 2(x):dx =
Z

1 � cos(2x)
2

=
1
2

:[x �
sin (2x)

2
] + C. Mais :

2. Sans linéariser si puissance impaire
Z

cos3(x)dx =
Z

[1� sin 2(x)]:d(sin (x)) = sin (x)�
sin 3(x)

3
+ C.

3. (*) Calcul de F (x) =
Z

x:tan 2(x)dx par parties ! u(x) = x est un polynôme, mélangé à de la

trigonométrie. On dérive u(x) ; on sait intégrer v0(x) = tan2(x) car on a tan(x) primitive de

1 + tan2(x) donc v(x) = tan(x) � x primitive de tan2(x). D'où (avec des constantes di�érentes

par intervalles) : F (x) = x:[tan(x) � x] �
Z

[tan(x) � x]:dx = x:tan (x) + ln j cos(x) j �
x2

2
+ cte.

4. (*) Calcul de F (x) =
Z

eArctan (x) :dx
(1 + x2)3=2

par changement de variables: t = Arctan (x) ou bien :

x = tan(t) avec t 2 ] � �= 2; �= 2[ (choix) dx =
dt

cos2(t)
: I =

Z
et :dt: j cos3(t) j

cos2(t)
=

Z
et :cos(t):dt.

A ce stade, on sait �nir (cf. III). Cherchons une primitive, type : et [a:cos(t) + b:sin(t)] ; correct

si a = b = 1=2 (en dérivant). Il reste à revenir à x : cos(t) = +
1

p
1 + tan2(t)

=
1

p
1 + x2

;

sin (t) = tan(t):cos(t) =
x

p
1 + x2

... D'où F (x) =
1 + x

2:
p

1 + x2
:eArctan (x) + cte:
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29.2 Primitive des fractions rationnelles

29.2.1 Théorème [Programme allégé jusqu'à la �n du chapitre ]

On sait trouver une primitive d'une fraction rationnelle : on la décompose surR sauf si elle est impaire !

Cas d'une fraction enx, impaire, poser d'abordt = x2 ou bien f (x)dx invariant en changeant x en � x.

Exemple :
Z

x:dx
1 + x4 =

Z
dt

2(1 + t2)
=

1
2

:Arctan (x2) + cte: 1 minute !

29.2.2 Démonstration

1. La partie entière est un polynôme ; s'intègre sans problème.

2. Les éléments simples de 1ère espèce:
1

(x � a)n connu

8
><

>:

Z
(x � a)� n :dx =

(x � a)� n+1

� n + 1
si n 6= 1

Z
dx

x � a
= ln j x � a j + cte

A noter que la première ligne vraie même sia 2 C:

3. Eléments simples de 2ème espèce:
ax + b

[x2 + px + q]n
. Ici, 3 choses à savoir:

� Faire la répartition suivante :
ax + b

[x2 + px + q]n
=

a
2

:
2x + p

[x2 + px + q]n
+

cte
[x2 + px + q]n

.

Le premier numérateur [:::]0 prend tous les x ; le second une constante à ajuster.

� Le premier terme est facile du type
a
2

:
u0

un .

� L'autre di�cile : trinôme sous forme canonique [x2 + px + q] = [( x � � )2 + � 2] ; cf. après.

Exemple sur le partage:
Z

dx
x:(x2 � x + 1)

[non impaire !]

On donne le résultat de la décomposition :f (x) =
1

x:(x2 � x + 1)
) =

1
x

+
� x + 1

x2 � x + 1
.

� le partage :
� x + 1

[x2 � x + 1]
=

� 1
2 (2x � 1)

[x2 � x + 1]
+

1
2

[x2 � x + 1]

� le 1er terme a pour primitive facile : J =
� 1
2

ln [x2 � x + 1] . L'autre (di�cile) vaut :

� K =
Z

dx
[x2 � x + 1]

=
Z

d(x � 1=2)

[(x � 1=2)2 + (
p

3=2)2]
(forme canoniqueutile maintenant ).

Ici, en fait, elle est dans le tableau :
Z

dt
t2 + a2 =

1
a

:Arctan (
t
a

) + C.

D'où F (x) =
1
2

: ln
x2

x2 � x + 1
+

1
p

3
:Arctan (

2x � 1
p

3
) + C: (ln (x2) = 2 :ln j x j !)

29.2.3 Fin du cas général :
Z

dt
[t2 + � 2]n

; n > 2

On en était resté à
Z

dx
[(x � � )2 + � 2]n

. t = x � � ramène à I n =
Z

dt
[t2 + � 2]n

.

Le casn = 1 (l'exemple) est connu : tableau. Et 2 méthodes,n > 2 :

1) Le plus simple est de posert = �:tan (' ); ' 2 ] � �= 2; �= 2[ ou x � � = �:tan (' ); ' 2 ] � �= 2; �= 2[

On arrive à :
1

� 2n� 1 :
Z

cos2(n� 1)(' ):d' et, la puissance étant paire, on linéarise! ...

2) Ou, en partant de I n� 1, relier I n et I n� 1::: Et revenir à x.
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On peut s'entrainer sur un des exemples :

A =
Z

dx
[x2 + x + 1] 2 ; B =

Z
dx

[x2 + 1] 3 . Trouver :

A =
4:

p
3

9
:Arctan

2x + 1
p

3
+

1
3

2x + 1
x2 + x + 1

+ cte: B =
1
4

x
[x2 + 1] 2 +

3
8

x
x2 + 1

+
3
8

Arctan (x)+ cte:

29.3 Polynômes et fractions rationnelles en sin(x); cos(x):::

29.3.1 Monômes
Z

cosp(x):sinq(x)dx

1. Si p et q sont pairs, on linéarise [rien de plus simple pour primitive 6= intégrales de Wallis !]
Z

cos2(x):sin 4(x):dx =
1
16

[x �
sin (2x)

4
�

sin (4x)
4

+
sin (6x)

12
] + cte:

2. Si p ou q impair, la linéarisation est médiocre car il y a bien plus sim ple . Exemple :
Z

cos2(x):sin 3(x):dx =
Z

cos2(x):sin 2(x):sin (x):dx =
Z

cos2(x):sin 2(x):d[� cos(x)] donc

t = cos(x) facile avec sin 2(x) = 1 � cos2(x) ! ... F (x) =
cos5(x)

5
�

cos3(x)
3

+ cte.

3. Remarque
Z

chp(x):shq(x)dx analogue, saufqu'au lieu de linéariser, mettre desex ; e� x ...

29.3.2 Mélange d'exponentielles

1. Trois façons pour
Z

ex :sin (x)dx :

� Par parties, deux fois: I = ex :sin (x) �
Z

ex :cos(x)dx [ex intégré ; puis intègré à nouveau !]

I = ex :sin (x) � ex :cos(x) � I + cte ! d'où I =
ex [sin (x) � cos(x)]

2
+ cte.

� Avec des coe�cients indéterminés:

On cherche une primitive du type ex :[a:cos(x) + b:sin(x)] ; on dérive et on identi�e ...

� Avec C : I = = m
Z

e(1+ i )x dx = = m
e(1+ i )x

1 + i
+ cte = = m

ex

2
:[(cos(x) + isin (x))(1 � i )] + cte

d'où I =
ex

2
[sin (x) � cos(x)] + cte.

2. Exercice I =
Z

x:ex :cos(x)dx [et analogues]

P(x) = x est un polynôme mélangé avec de la trigonométrie. Par parties, en dérivant P

u(x) = x; v0(x) = ex :cos(x) ; alors : v(x) = ::: [ce qui précède, au choix !]

d'où I =
x:ex

2
[cos(x) + sin (x)] �

ex

2
sin (x) + C:

3. Remarque
Z

sin (ax + b):cos(cx + d)dx ? On sait transformer un produit en somme !

29.3.3 Fractions rationnelles en sin(x); cos(x)

1. Règles de Bioche Le changement de variables sera donné.

Soit I =
Z

dx
sin (x):(1 + 2cos(x))

�
la quantité encadrée (avec le "dx") étant appelée
"élément di�érentiel " ou "forme di�érentielle ".
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Règles de Bioche:
� Si l'élément di�érentiel est INVARIANT en changeant x en � x, poser t = cos(x);
� Si invariance en changeantx en � � x, ici t = sin (x); (x n'est pas forcémentdans[� �= 2; �= 2] !)
� Si invariance en changeantx en � + x, poser t = tan(x) ; (idem...)
� Si pas d'invariance, poser t = tan(x=2): On arrive à une fraction rationnelle ent.

. Ex : t = cos(x) ) I =
Z

dx
sin (x):(1 + 2cos(x))

=
Z

� sin (x):dx
� sin 2(x):(1 + 2cos(x))

=
Z

dt
2:(t2 � 1)(t + 1

2)

I =
1
6

ln (1 � cos(x)) +
1
2

ln (1 + cos(x)) �
2
3

ln j 1 + 2cos(x) j + C

. Idem avec t = sin (x), J =
Z

dx
sin 2(x):cos(x)

=
� 1

sin (x)
+

1
2

ln
1 + sin (x)
1 � sin (x)

+ C et

. Avec t = tan(x), dt = (1 + t2):dx ! K =
Z

dx
sin 2(x):cos2(x)

= tan(x) �
1

tan(x)
+ C:

2. Trois exercices à noter

�
Z

dx
sin (x)

= ln j tan(
x
2

j + C. Poser t = cos(x) est bon ; mais exceptionnellementt = tan(
x
2

)

est plus rapide : sin (x) =
2t

1 + t2 ; dt = [1 + tan2(
x
2

)]:
dx
2

) dx =
2:dt

1 + t2 ...

�
Z

dx
cos(x)

= ln j tan(
x
2

+
�
4

) j + C car
Z

dx
cos(x)

=
Z

d(x + �
2 )

sin (x + �
2 )

::: ramène à la précédente !

� I =
Z 2:�

0

dx
2 + cos(x)

On pose ici : t = tan(
x
2

) ; cos(x) =
1 � t2

1 + t2 ; trouver :
2

p
3

Arctan
tan(x=2)

p
3

+ C comme primitives.

Mais pour l'intégrale (fonction C0 sur un segment), le changement de variable cause un saut en
x=2 = �= 2 ou x = � !

Remède : I =
Z �

� �

dx
2 + cos(x)

(période) = 2 :
Z �

0

dx
2 + cos(x)

(paire) et prendre � � : I =
2:�
p

3
> 0:

29.3.4 Si fonctions hyperboliques : hors programme

1. (*) Par analogie. Exemple : pourI =
Z

ch(3x)
1 + sh(x)

dx ; poser t = sh(x) ... car

dans J =
Z

cos(3x)
1 + sin (x)

dx, fraction rationnelle en cos(1:x); sin (1:x) on poserait t = sin (x).

[Trouver I = 2 :sh2(x) � 4:sh(x) + 5 :ln j sh(x) + 1 j + cte:]

2. Simplement, le cast = tan(x=2) est plutôt transformé en t = ex , plus connu quet = th(x=2).

3. Deux exercices: �
Z

dx
sh(x)

= ln j th
x
2

j + C [t = th
x
2

; dt =
(1 � t2)dx

2
; sh(x) =

2:t
1 � t2 ]

Alors que pour �
Z

dx
ch(x)

, on ne peut se ramener, ici, à la précédente ! Au choix :
Z

dx
ch(x)

= Arctan [sh(x)] + C = 2 :Arctan [ex ] + D = 2 :Arctan [th(x=2)] + C = Arcsin [th(x)] + C:

[cf. Ex. ch12 sur les loxodromies de la sphère pour les primitives de1=cos(x); 1=ch(x).]

29.4 Et irrationnelles ?

Hors programme aussi ; sauf1=
p

1 � x2 et 1=
p

a2 � x2 du tableau.
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M+ Exercices : Primitives des fonctions : R ! R PTSI

1. Des primitives à bien voir

(a)
Z

x4(1 + x5)3dx (b)
Z

ln (x)
x

dx (c)
Z

dx
x:ln (x)

(d) I n =
Z

ln n (x)dx

2. Puis à bien voir aussi [(a) : linéarisation inutile ! (b) : linéariser ...]

(a)
Z

sin 3(x)dx (b)
Z

cos2(x)dx (c)
Z

e2x :cos2(x)dx (d)
Z

ch(x):cos(x)dx

3. Fractions rationnelles : en décomposant surR ; sauf si f (x) est impaire : poser d'abordt = x2.

(a)
Z

x3 � x
x4 + 3x2 + 2

dx (b)
Z

x7

1 + x4 dx (c)
Z

3x2 � 3x � 10
(x � 2)(x2 � 4x + 5)

dx

(d)
Z

x:dx
x6 + 1

(I =
1
2

[
1
3

:ln (1 + t) �
1
6

ln (t2 � t + 1) +

p
3
3

:Arctan
2t � 1
p

3
] + cte; où t = x2 ...)

4. (*) Fractions rationnelles en sin (x); cos(x). (Changement de variable donné)

(a)
Z

dx
cos3(x)

(b)
Z

sin (x)
cos(3x)

dx (c)
Z

tan(x)
1 + tan(x)

dx (d)
Z

1 � sin (x)
sin (x)[1 � cos(x)]

dx

(e)
Z

tan(x)
1 + sin (x)

dx (f)
Z

tan(x):dx
cos(x)[cos(x) + sin (x)]

(g)
Z

dx
cos4(x) + sin 4(x)

; t = tan(2x).

5. (*) Parties ou changement de variables (guidés)

(a)
Z

Arcsin (x)dx (b)
Z

Arcsin 3
p

xdx ( 3
p

x = sin (t); j t j6 �= 2) (c)
Z

x2:Arcsin (x)
p

1 � x2
dx

(d)
Z

Arctan

r
x + 1
x + 3

dx (parties et t = p ) (e)
Z

Arctan
p

1 � x2dx(...puis x = sin (t); t 2 [
� �
2

;
�
2

])

6. (*) Des irrationnelles avec indications. (Obtenir une fraction rationnelle)

(a)
Z

x:

r
x � 1
x + 1

dx (t = p ) (b)
Z p

x + 2
x + 1

dx (t = p ) (c)
Z

x
p

x4 + x2 + 1
dx (t = x2...)

(d)
Z

dx
p

ax2 + bx + c
(forme canonique) (e)

Z p
ax2 + bx + c:dx (parties v0 = 1 ; v = x +

b
2a

)

(f)
Z

dx

(�:x + � ):
p

ax2 + bx + c
(t =

1
�x + �

) (g)
Z

dx

x +
p

x2 + x + 1
(X = x +

1
2

=

p
3

2
sh(t)

ou :

p
3

2
tan(' ) avec j ' j< �= 2 ou bien :

p
x2 + x + 1 = x + � ) ! (h)

Z
x:dx

p
x2 � 4x + 3

(idem avecch ou bien :
p

x2 � 4x + 3 = t:(x � 1).) (i)
Z 3

p
x + 1

x + 2
dx (ici t = 3

p
x + 1).



Chapitre 30

Développements limités. Formule de
Taylor-Young

30.1 Généralités

30.1.1 Un problème

On sait bien que : sin (x) �
x! 0

x ; mais : sin (x) � x �
x! 0

? ou bien : lim
x! 0

sin (x) � x
x3 = ?

C'est un problème "local" ; c'est-à-dire au voisinage d'un point, qui demande plus de précision.

30.1.2 Exemple fondamental (avec 1 + q+ ::: + qn ) et dé�nition

1. On peut écrire
1

1 � x
= 1 + x + x2 + x3 + ::: + xn + xn :� (x); � (x)�!

x! 0
0 vu que � (x) =

x
1 � x

.

Puis, changeant x en � x, n �xé : (� 1)n � (� x) = � 1(x) avec � 1(x)�!
x! 0

0; que l'on continue à

noter � (x) (mais ce n'est pas le même) et donc :� (x) � � (x) = � (x) pour � 1(x) � � 2(x) = � 3(x) !

D'où aussi
1

1 + x
= 1 � x + x2 � x3 + ::: + ( � 1)n xn + xn :� (x); � (x)�!

x! 0
0:

2. Remarques. Ci-dessus x ! 0 ; mais plus généralement si x ! x0, � (x) �!
x! x0

0, h = ( x � x0) :

� Dans la suite �nie 1; h; h2; :::; hn ; hn :� (h) ["reste"] chaque terme est négligeable/précédent.

� Notations de Landau. On note : si � (x) �!
x! x0

0, (x � x0)n :� (x) = o[(x � x0)n ] ou bien si

g(x) = o[(x � x0)n ],
g(x)

(x � x0)n �!
x ! x 0

0 ; alors que
O[(x � x0)n ]

(x � x0)n est seulement bornée.

3. Dé�nition . On dit que f admet un développement limité à l'ordre n en x0 2 R (Dl n ) :

si on a une égalité f (x) = a0 + a1(x � x0) + ::: + an (x � x0)n + ( x � x0)n :� (x); � (x) �!
x! x0

0

ou avec les notations de Landau :f (x) = a0 + a1(x � x0) + ::: + an (x � x0)n + o[(x � x0)n ].

� Si on a un Dl n , alors on a unDl n� 1 car an (x � x0)n + ( x � x0)n :� (x) = ( x � x0)n� 1:� � (x).

� On peut poser, si nécessaire,� (x0) = 0 (prolongement par continuïté).

� Si on a un premier ak 6= 0 alors f (x) �
x! x0

ak (x � x0)k . Retenir (notations de Landau) :

1
1 � x

= 1 + x + x2 + x3 + ::: + xn + o(xn )
1

1 + x
= 1 � x + x2 � x3 + ::: + ( � 1)n :xn + o(xn ):

30.1.3 Unicité

1. Théorème: Si f possède unDl n en x0, il est unique.

201
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Démonstration

� On a DL 0 , f (x) �!
x! x0

a0 (et on prolonge par continuïté si utile) ; a0 = f (x0) unique.

� Puis Dl 1 , f dérivable enx0 de dérivée a1 (à voir !) ; a1 = f 0(x0) unique.

� Fin de l'unicité : [ f (x)-partie polynômiale de degré6 k � 1] = (x � x0)k �!
x! x0

ak : ak unique.

(*) Par contre f peut avoir un Dl 2 sans quef " existe !

2. Conséquence si parité

Le Dl en 0 d'une fonction paire est pair ; celui d'une fonction impaire est impair.

Résulte de f (x) = f (� x) si f paire (ou de l'analogue si impaire) et unicité duDl .

30.1.4 Exemple et dessin

Montrer que f (x) = 2 �
1
2

(x � 3) + 2( x � 3)2 + ( x � 3)3:sin
1

(x � 3)2 a un Dl 2 en x = 3 . Dessin ?

(Véri�er que f 0 n'a même pas deDl 0 en x = 3 . Donc f 0 non continue en 3, doncf "(3) n'existe pas !)

Solution � Posons h = ( x � 3). Véri�ons que h3:sin
1
h2 = o(h2) = h2:� (h); � (h)�!

h! 0
0 : c'est vrai.

� Et f (3) = 2 par prolongement par continuïté ; f 0(3) = �
1
2

. Puis : y = 2 �
1
2

(x � 3) est l'équation de la

tangente enx = 3 . Donc "Courbe-Tangente" �
x! 3

2(x � 3)2 > 0.
x

3,33,2

y

3,1

2,4

3

2,3

2,2

2,9

2,1

2

2,8
1,9

2,7

[Tracé aussi de

la paraboley = 2 �
1
2

(x � 3)+2( x � 3)2]. En�n, calcul de f 0(x) ; et (à voir) f 0(x) sans limite enx = 3 !

Remarques: 1) Quand f "( x0) existe nous allons voir, au III, que a2 =
f "( x0)

2!
:

2) En complément : R =
[1 + y02(x0)]3=2

y"( x0)
est le "rayon de courbure" enx0.

30.2 Opérations sur les Dl

30.2.1 Somme de Dl ; multiplication par constante (opératio ns linéaires)

Exemple. Soit f (x) =
1

1 � x2 =
1
2

:(
1

1 � x
+

1
1 + x

) décomposition en éléments simples.

Alors : f (x) =
1

1 � x2 = ::: = 1 + x2 + x4 + x6 + ::: + x2p + o(x2p):

Remarques

1) Dans
1

1 � x
il su�t de remplacer x par x2 ; mais on voulait illuster les opérations linéaires.

2) Le reste est, par parité, x2p+2 + o(x2p+2 ) donc est un in�niment petit, non seulement par

rapport à x2p, mais même par rapport à x2p+1 sans e�ort ! Qui s'écrit : o(x2p+1 ).

D'où �nalement :
1

1 � x2 = 1 + x2 + x4 + x6 + ::: + x2p + o(x2p+1 ):
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30.2.2 Produit de Dl

f (x) =
1

1 � x2 =
1

1 � x
:

1
1 + x

= (1 + x + x2 + o(x2)) :(1 � x + x2 + o(x2)) à l'ordre 2, en x0 = 0 :

Faire le produit des Dl , ne garder que les termes utiles. Trouver f (x) = 1 + x2 + o(x2) cf. avant !

Autre exemple : g(x) =
�

1
1 � x

� 2

=
1

(1 � x)2 =
1

1 � x
:

1
1 � x

à l'ordre 2, en x0 = 0 ?

Idem : g(x) =
1

(1 � x)2 = 1 + 2 x + 3x2 + o(x2): Ici 2 autres méthodes après.

30.2.3 Quotient de Dl

Même 2ème exemple. g(x) =
1

(1 � x)2 à l'ordre 2, en x = 0 ?

Diviser 1 par 1 � 2x + x2 mais selon les puissances croissantes. Encore 1 méthode après.

30.2.4 Théorème d'intégration des Dl : opération nouvelle

Si f 0 admet un Dl n en x0 : f 0(x) = a0 + a1(x � x0) + ::: + an (x � x0)n + o[(x � x0)n ], f admet

un Dl n+1 obtenu en intégrant : f (x) = f (x0) + a0(x � x0) + ::: + an
(x � x0)n+1

n + 1
+ o[(x � x0)n+1 ]

Démonstration. Théorème des accroissements �nisà ' (x) = f (x)� [f (x0)+ a0(x� x0)+ :::+ an
(x � x0)n +1

n + 1
].

Exemples de la famille de
1

1 + x
. Retenir : ln (1 + x); Arctan (x)

� Ayant en 0,
1

1 � x
= 1 + x + x2 + x3 + ::: + xn� 1 + o(xn� 1), on en déduit avecln (1) = 0 :

ln (1 � x) = � x �
x2

2
�

x3

3
� ::: �

xn

n
+ o(xn ). Et changeant x en � x (ou avec

1
1 + x

)

ln (1 + x) = x �
x2

2
+

x3

3
� ::: + ( � 1)n� 1 xn

n
+ o(xn ). Puis hors cours le suivant :

[Argth (x) =
1
2

:ln (
1 + x
1 � x

) = x +
x3

3
+

x5

5
+ ::: +

x2p+1

2p + 1
+ o(x2p+2 ) car impaire.

ou à partir de la dérivée :Argth 0(x) =
1

1 � x2 pour j x j< 1; Argth (x) partie impaire de ln (1 + x).]

� Ayant en 0 :
1

1 + x2 = 1 � x2 + x4 + ::: + ( � 1)p:x2p + o(x2p+1 ); (parité pour le reste) et

Arctan (0) = 0 , par intégration, on a : Arctan (x) = x �
x3

3
+

x5

5
+ :::(� 1)p:

x2p+1

2p + 1
+ o(x2p+2 ).

30.2.5 (*) Dérivation des Dl

Di�culté . Il se peut quef admette un Dl 2 sans quef 0 admette un Dl 0 (vu).

Résultat On n'a pas de théorème nouveau ; c'est le théorème d'intégration lu à l'envers ; c'est pourquoi
il faut connaitre l'existence du Dl de f 0. A ce moment, on dérive celui def et on perd un ordre.

Exemple : 3ème façon pour leDl de g(x) =
1

(1 � x)2 en 0 ?

Déjà, on est sûr qu'il existe à tout ordre: ou comme produit ; ou comme quotient ; mais mieux encore

comme fonction C1 au voisinage de 0 : cf. III.

Ensuite (
1

1 � x
)0 =

1
(1 � x)2 et donc, il su�t de dériver celui de

1
1 � x

.
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Ainsi :
1

(1 � x)2 = 1 + 2 x + 3x2 + ::: + ( n + 1) xn + o(xn ).

[(*) Idem (
1

1 � x
)(p) =

p!
(1 � x)p+1 d'où le Dl en 0 de :

1
(1 � x)p+1 =

1
p!

:(
1

1 � x
)(p) par dérivations.]

30.2.6 Composition

Exemple : Dl à l'ordre 3 (ou l'ordre 2 déjà) enx = 0 , de : f (x) = ln [2 + Arctan (x)] ?

Réponse . Le Dl du ln vu au voisinage de 1: ln (1 + h) = h �
h2

2
+

h3

3
+ o(h3).

Or ici [:::] proche de 2. Ecrire [:::] = 2 :(1 +
Arctan (x)

2
) donc f (x) = ln (2) + ln [1 + h]

avec h =
Arctan (x)

2
=

1
2

(x �
x3

3
+ o(x4)) et en ne gardant que lesxk ; k 6 3 :

f (x) = ln (2) + ln [1 +
�

x
2

�
x3

6
+ o(x4)

�
]. Avec h = u + v =

x
2

+ (
� x3

6
+ o(x4)) pour h2; h3

et : h �
x! 0

x
2

) o(h3) = o(x3) : f (x) = ln (2) +
x
2

�
x3

6
+ o(x4) �

1
2

:
x2

4
+

1
3

:
x3

8
+ o(x3).

Ainsi : f (x) = ln (2) +
x
2

�
x2

8
�

x3

8
+ o(x3).

Remarques 1) x4 = o(x3) ; o(x4) + o(x3) = o(x3) !

2) ln (1 + h) � h �
h! 0

�
h2

2
en accord avec la concavité. Dessin ?

3) Arctan (x) � x �
x! 0

�
x3

3
en accord aussi avec le dessin : imparité, casx ! 0+ .

30.3 Formule de Taylor-Young et utilisations

30.3.1 Les théorèmes

Si f est n > 1 fois dérivable en x0 (C.S.), alors f admet un Dl n en x0

qui est : f (x) = f (x0) +
f 0(x0)

1!
(x � x0) + :::

f (n) (x0)
n!

(x � x0)n + o[(x � x0)n ]:
(Taylor-Young.)

Cas x0 = 0 : Si f est n > 1 fois dérivable en 0, alorsf admet un

Dl n en 0 : f (x) = f (0) +
f 0(0)

1!
:x + :::

f (n) (0)
n!

:xn + o(xn ):
(Formule de Mac-Laurin-Young.)

Démonstration : On part de f (n� 1)(x) = f (n� 1)(x0) + ( x � x0):f (n) (x0) + o(x � x0) ;

on intègre (cf. Théorème) ce Dl n � 1 fois, sans oublier les constantes à chaque fois.

Notes

1) On retrouve la formule de Taylor pour les polynômes, en prenant n > doP !

2) Thèorème des accroissements �nis) Théorème d'intégration des Dl) Formule de T-Y.

30.3.2 Exemples à savoir : exp, ch; sh; sin; cos; et (1 + x)� , binôme

1. Pour a 2 C : eax = 1 +
a:x
1!

+
a2:x2

2!
+ ::: +

an :xn

n!
+ o(xn ).

Démonstration. Formule de Mac-Laurin-Young car
d

dx
(eax ) = a:eax même si a = � + i� 2 C !

� a = 1 donne : ex = 1 +
x
1!

+
x2

2!
+ ::: +

xn

n!
+ o(xn ).
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ch(x) = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+ ::: +

x2p

(2p)!
+ o(x2p+1 ).

sh(x) = x +
x3

3!
+

x5

5!
+ ::: +

x2p+1

(2p + 1)!
+ o(x2p+2 ). (Parties paire et impaire)

� Puis a = i donne : eix = 1 + i:
x
1!

�
x2

2!
� i:

x3

3!
+

x4

4!
::: +

in :xn

n!
+ o(xn ). Donc

cos(x) = 1 �
x2

2!
+

x4

4!
� ::: + ( � 1)p:

x2p

(2p)!
+ o(x2p+1 ).

sin (x) = x �
x3

3!
+

x5

5!
� ::: + ( � 1)p:

x2p+1

(2p + 1)!
+ o(x2p+2 ).

Remarques
1) Les relationsexp0 = exp; cos0 = � sin::: se retrouvent (par intégration) dans lesDl .

2) On retrouve : cos(x) � 1 �
x! 0

� x2

2
, ch(x) � 1 �

x! 0

+ x2

2
, ... et en plus : sin (x) � x �

x! 0

� x3

6
.

3) Avec exp donc avec cos; sin; ch; :::, les factorielles ne se simpli�ent pas .

2. Si � �xe (1 + x)� = 1 +
�
1!

x +
� (� � 1)

2!
x2 + ::: +

� (� � 1):::(� � n + 1)
n!

xn + o(xn ).

Démonstration. Formule de Mac-Laurin-Young car : [(1 + x)� ]0 = �: (1 + x)� � 1, � 2 R:

� Cas � = 6 , Dl 2 en 0 : (1 + x)6 = 1 + 6 x + 15x2 + o(x2). Binôme tronqué connu.

� Cas � = � 1 en 0 :
1

1 + x
= ::: Connu aussi : exemple d'introduction !

(Et : Dl 2 en x = 0 de
1

(1 � x)2 = (1 � x)� 2 4ème façon ! )

� Cas � =
1
2

, Dl 2 en 0 :
p

1 + x = 1 +
1
2

x �
1
8

x2 + o(x2) (2 ! : ne pas oublier.)

� Cas � = �
1
2

, Dl en 0 à tout ordre :

1
p

1 + x
= 1 �

1
2

x +
3
8

x2 + ::: + ( � 1)n :
1:3:5:::(2n � 1)

2:4: ::: :2n
xn + o(xn ).

30.4 Pratique des Dl et utilisation

30.4.1 Deux exemples

1. Arcsin en 0 ?
1

p
1 � x2

= 1 +
1
2

x2 +
3
8

x4 + ::: +
1:3:5:::(2n � 1)

2:4:::2n
x2n + o(x2n +1 )

est sa dérivée(paire) d'où Arcsin par intégration :

Arcsin (x) = x +
1
2

x3

3
+ ::: +

1:3:5:::(2n � 1)
2:4:::2n

x2n+1

2n + 1
+ o(x2n+2 ).

(*) De même, mais hors programme Argsh(x) = ln (x +
p

1 + x2) en 0, de dérivée :
1

p
1 + x2

.

2. tan(x) en 0, à l'ordre 4 ? (On va illustrer la composition )

� On peut faire la division tan(x) =
sin (x)
cos(x)

; on trouve tan(x) = x +
x3

3
+ o(x4).

� On peut aussi intéger: tan0(x) = 1 + tan2(x) = 1 + x2 + o(x3) : même réponse.

� Ou composer: Le Dl existe en 0, à tout ordre, car fonctionC1 au voisinage de0 (sur ]�
�
2

;
�
2

[).

Et tan(x) = x + ax3 + o(x4) (impaire), donc l'ordre 3 su�t ! On cherche a :
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Exprimer que Arctan (tan(x)) = x = x + 0 :x3 (en 0) et unicité du DL. A faire et même réponse.

De même on a (*) th(x) =
sh(x)
ch(x)

= x �
x3

3
+ o(x4).

30.4.2 Remarques très importantes

1. Comment avoir le Dl 3 de cos(x), quand x ! 1 ?

. Soit par la formule de (T-Y) en 1 (les dérivées en 1 étant faciles) .

.. Soit cos(1 + h) = cos(1):cos(h) � sin (1):sin (h) = ::: A faire !

(cos(x) = cos(1) � sin (1):(x � 1) �
cos(1)

2!
(x � 1)2 +

sin (1)
3!

(x � 1)3 + o[(x � 1)3].)

2. Dl 2 de ln au point 3 ? [ln (3 + h) au lieu de ln (1 + h) ?]

. Soit par (T-Y) : ln (x) = ln (3) +
1
3

(x � 3) �
1
18

(x � 3)2 + o[(x � 3)2].

.. Soit, aussi bien : ln (x) = ln (3 + h) = ln (3) + ln (1+
h
3

) = ::: Idem.

3.
p

2 + h, quand h ! 0, ce qui est
p

::: au voisinage de 2 ? (ci-dessus :
p

1 + x).
p

2 + h =
r

2(1 +
h
2

)=
p

2:(1 +
h
2

)1=2 ::: (h ! 0, bien sûr) : connu.

4. Dl 2 de
p

tan(x) en �= 4. [Note : En 0,
p

::: a seulement unDl 0, car non dérivable en 0.]

Le Dl de tan en �= 4 non connu ; tan peu commode ; puis
p

::: ; donc dans ce cas,

x =
�
4

+ h ne doit pas faciliter la travail. [ tan(
�
4

) = 1 ; tan(a + b) = ?]

C'est un rare cas où on utilise (T-Y) : f (�= 4) aisé ; f 0(�= 4) abordable ; f "( �= 4) = ... = 1 .

(Trouver :
p

tan(x) = 1 + 1 :(x �
�
4

) +
1
2!

(x �
�
4

)2 + o[(x �
�
4

)2].)

30.4.3 Utilisation des Dl

1. Une limite nouvelle :
sin (x) � x

x3 �!
x ! 0

� 1
6

.

2. Branches in�nies d'une courbe : on suppose quex ! 1 et y ! 1

Exemple : Branches in�nies de y =
p

x2 + x + 1 ? Domaine :R. Voyons en�1 :

y = j x j :(1 + h)1=2; avec h =
1
x

+
1
x2 �!

x!1
0: Donc : y = j x j : [1 +

1
2x

+
1

2x2 �
1

8x2 + o(
1
x2 )],

Puis distinguer + 1 de �1 . y = a:x + b+
c
x

+ o(
1
x

), c 6= 0 : asymptote et position !

En fait, on a une demi-hyperbole car courbe de degré 2 (y2 = :::), avec asymptotes !
x

210-1-2

y

2,5

2

1,5

1

0,5

0

-0,5

-1

En général

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

Si
y
x

! a 2 R�

8
><

>:

Si y � ax a une limite b 2 R y = ax + b est asymptote oblique. Si
y � ax ! 1 branche parabolique de directionasymptotique y = ax
Et si y � ax n'a pas de limite, on a seulement la directiony = ax:

Si
y
x

! 1 on dit que l'on a une branche parabolique de direction(asymptotique) Oy

Si
y
x

! 0 on dit : une branche parabolique de direction(asymptotique) Ox et

En�n :
y
x

peut ne pas avoir de limite ... Un exemple est : y = x[2 + sin (x)]:

On essaie de tout avoir par un seul développement ("asymptotique" ou "généralisé"). cf. Exemple .
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30.4.4 Etude de fonctions

Un exemple traité y = f (x) = x
x

x � 1 .

1) On a ici l'égalité : y = f (x) = e
x

x � 1 :ln (x) , dé�nie pour x > 0; x 6= 1 .

2) Variations : y0 = y:[
1

x � 1
+ ln (x):

� 1
(x � 1)2 ] =

y
(x � 1)2 [x � 1 � ln (x)] =

y
(x � 1)2 :' (x).

Puis on étudie ' : en dérivant, ln isolé disparait ; ou on sait ici ln (x) 6 x � 1 (concavité).
3) Limites :
Si x ! 0, y ! 1 car x:ln (x)�!

x! 0
0 et y0 ! 1 : tangente verticale.

Si x ! 1, y ! e [car ln (x) �
x! 1

(x � 1)] et avec x � 1 = h, y0 ! e=2. (Dl)

On prolonge par continuïté en posantf (1) = e (et f (0) = 1 ). Alors f est dérivable en 1 etf 0(1) =
e
2

.

Si x ! + 1 , y = x:x
1

x � 1 = x:e
ln ( x )
x � 1 = x:[1+

ln (x)
x � 1

+
1
2

:
ln 2(x)

(x � 1)2 +
ln 2(x)

(x � 1)2 :� (x)]; � (x) �!
x! + 1

0: Ainsi :

y

x

5

0
40 y=x �!

x! + 1
1 et y � x �

x! + 1
ln (x) : branche "parabolique" de direction y = x.

D'autres exemples

� On prolonge systématiquement par continuïté(si on peut) les fonctions.

� Souvent pour le signe dey0; on fait une autre étude : isoler la fonction "transcendante" (avant de
dériver) comme dans l'Exemple ci-dessus.

1. f (x) = ( x2 � 1) : ln j
1 + x
1 � x

j impaire.

Ecrire donc : f 0(x) = 2 x:' (x) puis ' 0(x) ... f 0(0) = � 2; en x = 1 , tangente verticale.

En �1 ; y = 2x�
4

3x
+

� (x)
x

10-1-2

y

4

3

2

1

0

x

-1

-2

32

La suivante

0

x

210-1

y

2. f (x) = 3
p

x2(x � 1). 2 tangentes verticales ! y = x �
1
3

asymptote oblique ...

En x = 0 ou x = 1 : revoir le Théorème de la limite de la dérivée.

3. f (x) = j sin (x) jtan (x) � -périodique.
En x = 0 prolongement par continuïté ; puis tangente verticale (f non dérivable).

En
�
2

, f (x) = 1 +
h
2

+
h2

8
+ o(h2) avec h = ( x �

�
2

) ... Courbe :

y
1

0

x

420-2

4. En compléments, des développements "généralisés" :

Si x ! 0+ ; ln [sin (x)] = ln (x)�
x2

6
+ o(x3). [1er terme in�ni et parité de ln

sin (x)
x

:]

Si x ! 0;
1

tan(x)
=

1
x

�
x
3

+ o(x2). [1er terme in�ni et imparité ; à voir.]
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M+ Exercices : Développements limités PTSI

1. Préciser lesDl suivants

(a) de
cos(x)
1 � x

à l'ordre 3 en x0 = 0

(b) de ex à l'ordre 2 en : x0 = 1 [poser x = 1 + h]

(c) de ecos(x) à l'ordre 4 en x0 = 0

(d) de
p

cos(x) à l'ordre 4 en x0 = 0

(e) de ln (ln (e+ x)] à l'ordre 3 en x0 = 0

(f) de
x2 � 1

x2 + 2x
à l'ordre 2 en 1 [a +

b
x

+
c

x2 + o(
1
x2 ) = a +

b
x

+
c

x2 +
� (x)
x2 ; � (x) �!

x!1
0]

(g) de
1

2 + x
à l'ordre 3 au point x0 = 0 ; puis au point x0 = 1

(h) (*) de [tan(x + �= 4)]� cot(2x) à l'ordre 3 en x0 = 0

(i) (*) de [1 + Arctan (x)]x=sin 2 (x) à l'ordre 2 en x0 = 0 :

2. Calculer les limites suivantes (*) ici et ex. suivants !

(a)
1

sin 2(x)
�

1
x2 en 0 [dénominateur commun ; trouver 1/3]

(b) (3: n
p

2 � 2: n
p

3)n en + 1 [trouver 8/9]

(c) n
n +1

n � (n � 1)
n

n � 1 en + 1 [trouver 1]

(d)
1

2(1 �
p

x)
�

1
3(1 � x1=3)

en 1 [dénominateur commun ; trouver 1/12.]

3. Trouver a; b tels qu'en x0 = 0 , f (x) = cos(x) �
1 + ax2

1 + bx2 soit un in�niment petit d'ordre le plus élevé

possible. Equivalent de cette di�érence. [Rép. a = � 5=12; b = 1=12; f (x) �
x! 0

x6=480.]

4. Développements asymptotiques ou généralisés

(a) Préciser l'égalité f (x) = x2:ln j
1 + x

x
j= ax + b+

c
x

+ o(
1
x

. Branches in�nies ?

(b) (*) Branches in�nies de y = ( x� 1):exp[
1

x2 � 3x + 2
] (1� : y =

(x � 1)(x � 2)
x � 2

:exp[
1

x2 � 3x + 2
].)

5. Etudier les fonctions suivantes

(a) f (x) = 3
p

x3 � 2x2 + x [tang. vert. en 0 et 1 ; tang. hor. en 1/3 ;f (x) = x � 2=3� 1=9x+ o(1=x)]

(b) f (x) =
x

1 + e1=x
[Asymptote y = x=2 � 1=4; en 0, point anguleux : pentes 1 et 0]

(c) (*) f (x) = (1 +
1
x

)x [Prolongement par continuïté en 0 ; mais alors tangente verticale]

(d) (**) Etudier la famille de fonctions f a(x) = j x ja :exp(
� 1

p
j x j

). [On distinguera les casa > 1;

0 < a < 1; � 1=2 < a < 0::: On montrera aussi quef a est C1 en 0 et que8k; f (k)
a (0) = 0] :

6. Equivalent en 0 de : sin (tan(x)) � tan(sin (x)) ? Réponse : � x7=30 ... par logiciel de calcul !



Chapitre 31

Les séries numériques

31.1 Généralités

31.1.1 Dé�nitions

1. Somme partielle. Convergence de la série, somme d'une série convergente

Soit la suite (un )n> 0 à termes réels (ou complexes). On poseSn = u0 + u1 + ::: + un =
nX

k=0

uk

(bien voir l'indice k muet) appeléesomme partielle .

Dé�nition : La convergence de lasérie de terme général un est la convergencede la suite (Sn ).

2. Dans le cas de convergence on noteS = lim
n! + 1

Sn =
+ 1X

k=0

uk et on appelle Reste d'ordren la di�érence

Rn = S � Sn =
+ 1X

k= n +1

uk . On revient de Sn à un par : un = Sn � Sn� 1 (dérivée discrète) !

3. Exemple. La série de terme généralun =
1
2n converge car Sn =

nX

k=0

1
2k =

1 � 1
2n +1

1 � 1
2

. S =
+ 1X

k=0

1
2k = 2 .

31.1.2 Plan d'ensemble

1. Condition Nécessaire de convergence : Série convergente) un �!
n! + 1

0. Réciproque fausse.

Car Sn a une limite �nie S. Et Sn � Sn� 1 = un �!
n! + 1

S � S = 0 . Réciproque fausse : après.

2. Deux séries de références :

(a) Les séries géométriquesun = a:qn (j q j< 1 pour avoir un �!
n! + 1

0).

(b) Les séries de Riemannun =
1

n� (� > 0 : pour avoir un �!
n! + 1

0).

3. Les séries à termespositifs essentielles (ou positifs à partir den0) car ici, Sn croissante.

4. Un cas important : les séries alternées, typeun = ( � 1)n : j un j ; de signe régulièrementalterné.

5. Mais parfois : les séries oùun 2 C ; ou bien un réel de signe quelconque :un =
sin (n)

n2 .

6. Ne pas oublier en�n les cas de somme télescopique: exemple un =
1

n:(n + 1)
(n > 1) :

Ici, Sn = u1 + ::: + un ; mais un =
1
n

�
1

n + 1
(décomposition en éléments simples) !

donc Sn =
1
1

�
1

n + 1
: la série est donc convergente de sommeS = 1 .

(Bien sûr la condition nécessaireun �!
n! + 1

0 était respectée).

209
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31.1.3 C.N. de convergence

1. Propriété : Série convergente =) un �!
n! + 1

0. Réciproque fausse.

2. Démonstration (rappel) : Soit Sn =
nX

k=0

uk . Si la série "
X

un " est convergente c'est (exactement)

que la suite(Sn ) convergente. Sn et Sn� 1 ont ainsi même limite �nie S (dans R ou C). Et donc :

un = Sn � Sn� 1 �!
n! + 1

0. Quand un 6! 0 (n ! + 1 ), on dit que la sériediverge grossièrement .

Exemple. Un exercice (de la feuille) consiste à montrer que
X

sin (n) diverge grossièrement.

3. Réciproque fausse :

Voyons la divergencede la Série harmonique Sn = 1 +
1
2

+ ::: +
1
n

de terme général un =
1
n

.

1ère façon, subtile. S2n = 1+
1
2

+
1
3

+ :::+
1

2n � 1
+

1
2n

! ) S2n � Sn =
1

n + 1
+

1
n + 2

+ :::+
1

2n
> n:

1
2n

=
1
2

.

Si la suite Sn convergeait,S2n � Sn devrait tendre vers 0, ce qui est impossible.

2ème façon, comparaison avec une intégrale:
1
k

>
Z k+1

k

1
t
:dt. Donc Sn >

Z n+1

1

1
t
:dt = ln (n +1) .

Et ainsi Sn �!
n! + 1

+ 1 . [Remarque : un autre petit travail, laissé, donnerait : Sn �
n! + 1

ln (n).]

31.1.4 Deux séries de référence

1. La série géométrique
La série de terme généralun = qn 2 C converge () j q j< 1

et dans ce cas la somme est :
+ 1X

n =0

qn =
1

1 � q
.

En e�et, si j q j< 1, on a : Sn =
nX

k=0

qk =
1 � qn+1

1 � q
et on sait que qn+1 �!

n! + 1
0. Inversement

Si j q j> 1, la C.N. de convergence n'est pas respectée ; on dit que la série diverge grossièrement.

2. Les séries de Riemann La série de terme généralun =
1

n� converge () � > 1:

La somme est inconnue. (pour� = 2 , c'est (* Euler) � 2=6:)

Démonstration di�cile en Ligne 3 (*) : En e�et � > 0 est nécessaire sinon divergence grossière ;

même� > 1 est nécessaire car la série harmonique est divergente (et par exemple,
1

p
n

>
1
n

...)

En sens inverse,� > 1 est su�sant en comparant à nouveau avec une intégrale : pourn > 1, on a :
1

n� 6
Z n

n� 1

1
t � dt ; Sn =

1
1� +

1
2� + ::: +

1
n� 6 1 +

Z n

1

1
t � dt = 1 +

1
� � 1

:
�

1 �
1

n� � 1

�
6 1 +

1
� � 1

par relation de Chasles et primitive.

Donc Sn croissante, majorée par une quantité qui ne dépend pas den, converge.

Remarque. Pour les séries géométriques
un +1

un
= q; pour les séries de Riemann

un +1

un
�!

n! + 1
1.

3. Opérations sur les séries convergentes

(a) Bien sûr, si un est le terme général d'une série convergente,�:u n aussi.
C'est ainsi que pour la série un = a:qn , le résultat est connu.

(b) De même si(un ) et (vn ) sont les termes généraux de séries convergentes,(un + vn ) aussi.

(c) Par contre : Série convergente + Série divergente = Série divergente (cas : un =
1
n

�
1
n2 ).

Série divergente + Série divergente = on ne sait pas ! cas : un =
1
n

+
� 1
n

!
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31.2 Cas des séries à termes positifs

31.2.1 Comparaisons fondamentales par inégalités

1. Théorème.

Soit : 0 6 un 6 vn pour n > 0 (ou pour n > n0, cela su�t ) :

Si la série
X

vn converge, alors la série
X

un converge aussi.

Par contraposée : si la série
X

un diverge, alors
X

vn diverge aussi.

En e�et, la suite Sn =
nX

k=0

uk étant croissante (au moins à partir d'un certain rang), on a :

la suite Sn converge, suite majorée. Puis assez aisé.

2. Exemple. Si un =
j sin (n) j

n2 : 0 6 un 6 vn =
1
n2 . Comme la série

X
vn converge,

X
un aussi.

31.2.2 Conséquence : règle de D'Alembert

1. Enoncé.
On supposeici que un > 0 (à partir d'un certain rang) et que

un+1

un
�!

n! + 1
l :

si l > 1, la série diverge ; si0 6 l < 1, la série converge ; sil = 1 , cas douteux.

Exemples. Cas un = 1=2n , un = 1=n� , un = n!=nn (ici un+1 =un ! 1=e), un = ( nn :a2n )=n!

2. Démonstration. Casl < 1 : Introduisons q =
1 + l

2
< 1. 9n1 > n0 tel que : n > n1 entraine

un+1

un
6 q; donc un 6 un1 :qn� n1 = a:qn , si n > n1 (a = un1 :q� n1 ) et la série de droite converge.

Cas l > 1 : plus facile ! 9n1 : n > n1 =)
un+1

un
> 1; donc 8 n > n1 : un > un1 . Ainsi un 9 0.

31.2.3 Autre conséquence : comparaisons par équivalents, toujours un > 0

1. Théorème Si un > 0 (essentiel) et si un �
n! + 1

vn , alors les séries sont de même nature.

La démonstration est laissée en exercice.

2. Exemples � Soit : un = ln (1 +
1
n

) ; on a : un �
n! + 1

1
n

= vn > 0.

Comme la série harmonique
X

vn est divergente, la série
X

un aussi.

� Série de terme généralun = e � (1+
1
n

)n . (D.L. à faire) un �
n! + 1

k
n

: série divergente.

3. Contre exemple . On verra au III qu'on peut trouver
X

un et
X

vn de nature di�érente

bien que un �
n! + 1

vn . Mais un NON de signe constantet le Théorème ne s'applique pas !

31.2.4 Convergence absolue

1. Théorème
Soit un 2 R (ou mêmeun 2 C) le terme général d'une série.

Si
X

j un j converge (condition su�sante ), alors
X

un est convergente.
On dit que la série, dans ce cas, est absolument convergente.

ADMIS. Et pour la série
X

j un j, on peut appliquer les numéros 1,2,3, ci-dessus.

2. Exemples. Les séries de terme général :
(� 1)n

n2 ;
sin (n)

n2 ;
cos(ln (n))

n3=2
,

sin (n):ln (n)
n3=2

sont

absolument convergentes (dernière :j un j6 n1=4=n3=2 si n > n0) donc convergentes.

Par contre :
(� 1)n

n
;

(� 1)n
p

n
ne sont pas absolument convergente, MAIS ne pas dire

pour autant divergente ! elles sont "semi-convergentes" ; voir III.
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31.3 Quelques mots sur les séries alternées

31.3.1 Dé�nition (ce n'est plus un objectif de base du programme)

La série de terme généralun 2 R est dite alternée si elle est alternée en signeun = ( � 1)n : j un j.

Exemples: un = (� 1)n

n
est alternée ; par contre vn = sin (n)

n
ne l'est pas !

31.3.2 (*) La série harmonique alternée
X (� 1)n +1

n
, n > 1, converge vers ln (2)

1. Elle est nonAbsolument convergente, maiselle converge ; preuve avecS2n ; S2n+1 adjacentes :

S1 = u1 = 1 ; S2 = u1 + u2 = 1 �
1
2

; S3 = u1 + u2 + u3 = 1 �
1
2

+
1
3

; S4 = 1 �
1
2

+
1
3

�
1
4

, ...

Dessin: S2n+1 et S2n sont respectivement décroissantes, croissantes, et S2n+1 � S2n �!
n! + 1

0 :

adjacentes donc convergent vers la même limiteS. (*) Et ici
+ 1X

n =1

(� 1)n +1

n
= ln (2). 3 façons :

2. Formule de Mac-Laurin Lagrange àln (1 + x), à voir. Puis x = 1 . Trouver j ln (2) � Sn j6 1
n + 1

.

3. Idem, plus facile
n � 1X

k =0

(� x)k =
1 � (� x)n

1 � (� x)
ou

1
1 + x

= 1 � x + x2 = ::: + ( � 1)n � 1:xn � 1 +
(� 1)n :xn

1 + x
:

ln (1+ X ) = X �
X 2

2
+ :::+( � 1)n � 1 X n

n
+( � 1)n

Z X

0

xn :dx
1 + x

. X = 1 : j ln (2) � Sn j=
Z 1

0

xn :dx
1 + x

6
Z 1

0
xn :dx =

1
n + 1

.

4. Ou, si Tn =
nX

k =1

1
k

, T2n � S2n = Tn : S2n somme de Riemannconv. versln (2), S2n+1 = S2n+ 1
2n + 1

...

31.3.3 (*) Exercice : "Le Théorème spécial des séries altern ées" (idem, S2n ; S2n +1 adj.)

1. Enoncé
On est ici dans le cas où : un = ( � 1)n :an avec an = j un j > 0. Si on a de plus :
an tend vers 0,en décroissant, cela su�t pour que la série

X
un soit convergente.

2. Deux autres exemples.
X (� 1)n

p
n

converge par le Théorème spécial des séries alternées.
X (� 1)n

n2 conv. par le Th. spécial des séries alternées ; maismieux : absolument convergente !

3.
X

un , un = ln (1+
(� 1)n

p
n

) =
(� 1)n

p
n

�
1

2n
+

(� 1)n + � n

3:n3=2
, est somme: d'une série semi-convergente,

d'une série div. et d'une série absol. convergente (j cn j �
n! + 1

k
n3=2

) donc diverge ; or
X (� 1)n

p
n

converge et un �
n! + 1

vn ! c'est le contre-exemple annoncé auII. 3.3 : un non de signe constant !

31.3.4 (*) En complément :

1. Nature de la série de terme général un = sin (�:
p

n2 + 2) avec sin (n:� + � ) = ( � 1)n :sin (� ).

Solution. On a :
p

n2 + 2 =

r

n2(1 +
2
n2 ) = n:(1 +

2
n2 )1=2 = n:

�

1 +
1
2

:
2
n2 +

k + � n

n4

�
. ( k =

1
2 : � 1

2

2!
:22)

Et par D.L. de sin (h) : un = sin (n:� +
�
n

+
k:� + � n

n3 ) = ( � 1)n :
�

�
n

+
K + � n

n3

�
, K inutile à connaitre.

Alors la série apparait comme sommed'une série semi-convergente (qui est connue : harmonique

alternée) et d'une série absolument convergente (à voir !) ;donc la série
X

un converge.

2. Exercice (*) : Dans les hypothèses du Théorème spécial des séries alternées, montrer que :

j Rn j = j S � Sn j 6 j Sn+1 � Sn j = j un+1 j et que le signe deRn est celui deun+1 .
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31.4 Quelques cas où on connait la somme d'une série

31.4.1 La série géométrique (et sa famille)

1. La série de terme généralun = xn 2 C converge , j x j< 1. La somme est :
+ 1X

n =0

xn =
1

1 � x
.

2. Exercice (**) : En dérivant
1 � xn +1

1 � x
=

nX

k=0

xk , trouver x:
nX

k=1

k:xk � 1 = ::: ; et
X

k> 0

k
2k ?

nX

k=0

k:xk =
x:[1 � (n + 1) :xn + n:xn +1 ]

(1 � x)2 . Convergence sij x j< 1 car n: j x jn �!
n! + 1

0;
+ 1X

k=0

k
2k = 2

avec x = 1=2 (on peut aussi faire sa convergence par la règle de D'Alembert).

31.4.2 La série exponentielle (et sa famille)

1. La série de terme généralun =
xn

n!
converge8x 2 R (même x 2 C). La somme est :

+ 1X

n =0

xn

n!
= ex .

Démonstration par la formule deTaylor-Lagrange avec pour le reste de T-L :
an

n!
�!

n ! + 1
0.

2. Exercice (**) : En écrivant
n(2n + 1)

n!
=

2n + 1
(n � 1)!

=
�: 1 + � (n � 1)

(n � 1)!
si n > 1 (� = 2 ; � = 3 )

Préciser la convergence et la somme de cette série.

Réponse. Série convergente par la règle de d'Alembert si on veut et avec l'indication :
X

n > 1

un = 3 :
X

n > 1

1
(n � 1)!

+ 2 :
X

n > 1

n � 1
(n � 1)!

. Or :
X

n > 1

n � 1
(n � 1)!

=
X

n > 2

n � 1
(n � 1)!

=
X

n > 2

1
(n � 2)!

d'où
X

n > 1

un = 3 :
X

n > 1

1
(n � 1)!

+ 2 :
X

n > 2

1
(n � 2)!

= 3 e+ 2 e = 5 :e car
X

n > 0

1
n!

= e.

31.4.3 (1 + x)� si x 2] � 1; 1[ (et sa famille) : Spé

31.4.4 Cas de sommes télescopiques. (*) 2 exercices corrigés :

1. Convergence et somme de:
X 1

n(n + 2)
? Série convergente (un �

n ! + 1

1
n2 ) et ... somme

3
4

.

(Attention
1

x(x + 2)
=

1
2

(
1
x

�
1

x + 2
) : dans les simpli�cations restent deuxtermes au début et à la �n.)

2. Trouver a; b pour que la série
X

ln (n) + a:ln(n + 1) + b:ln(n + 2) converge ; calculer la somme.

Solution : un = ln (n) + a:ln(n + 1) + b:ln(n + 2) = (1 + a + b):ln (n)+
1
n

(a + 2 b) +
A + � n

n2 car

ln (1 + h) = h �
h2

2
+ h2:� (h). Donc (convergence)) 1 + a + b = 0 (sinon un 9 0) et a + 2b = 0

(sinon un �
n ! + 1

K
n

div. par équivalence de sériesde signe constant ) : a = � 2, b = 1 .

En sens inverse, avec ces valeurs,un =
A + � n

n2 : série convergente. Puis on a :

Sn = ln
�

1:3
22 :

2:4
32 :

3:5
42 :::

(n � 1):(n + 1)
n2 :

n(n + 2)
(n + 1) 2

�
= ln

�
1
2

:
n + 2
n + 1

�
�!

n ! + 1
ln

1
2

. Donc S = � ln (2).

31.4.5 Souvent la somme est inconnue ; alors calcul approché :
X

k> 1

1
k3 = 1 :202056903:::
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M+ Exercices : Les séries numériques PTSI

1. Un cas de divergence grossière . On pose : un = sin (n).

Développer sin (n + 1) ; déduire que l'hypothèse sin (n) �!
n! + 1

0 entrainerait cos(n) �!
n! + 1

0;

et qu'elle contredirait sin 2(n) + cos2(n) = 1 . Conclusion sur la nature de la série
X

sin (n) ?

2. Nature de
X n!

nn et
X (n + 1)( n + 2) :::(2n)

(2n)n ? (Règle de d'Alembert
un +1

un
�!

n ! + 1

1
e

,
vn +1

vn
�!

n ! + 1

2
e

.)

(Avec [(n + 1) =n]n tend vers e en + 1 .)

3. Soit un =
2[( � 1) n ]

3n ; nature de la série ? (0 6 vn 6
2
3n ) Et trouver la somme : (2 +

1
6

):
1

1 � 1=9
.

4. On pose En = 1+
1
2

+ ::: +
1
n

� ln (n). Donner un équivalent de dn = En+1 � En . (� 1=2n2)

En déduire que la suite (En ) converge. (Ind. : En = E1+
X

16 k6 n � 1

dk )

5. (*) Montrer que la série
X ln (n):sin (n)

n4=3
converge. (Indication : Comparer j un j à

1
n1+1 =6

.)

6. (*) Nature des séries de terme généralun =
1

n1+1 =n
, vn = e�

p
n , wn = e �

�

1 +
1
n

� n

.

(1ère : un =
1
n

�
(1 + � n ):ln (n)

n2 �
n! + 1

1
n

: et de signe positif; de même nature, divergentes.

2ème : n2:vn �!
n! + 1

0. Donc 9n0 : n > n0 =) 0 6 vn 6
1
n2 : D'où série convergente.

3ème : wn �
n! + 1

e
2:n

. Donc série divergente par équivalent des sériesà termes positifs. )

7. Nature de :
X (� 1)n

ln (n)
? (Th. spécial S.A.). (*) Puis de

X
vn =

(� 1)n
p

n + ( � 1)n ? (DL, div. !)

8. Convergence et sommedes séries de terme général :un = ln
�

1 �
1
n2

�
, vn = ln (cos

� x
2n

�
)

Rép : n > 2, somme : � ln (2). Utiliser sin (2a) = 2 :sin (a):cos(a). Puis les cas :

wn = Arctan (n + 1) � Arctan (n) = Arctan
1

n(n + 1) + 1
, xn = r n :cos(n:� ), 0 6 r < 1.

9. Dans le cas oùf est positive, décroissante pourn > n0 et C0 (par morceaux).

(a) Montrer que la série
X

f (n) converge ()
Z X

n0

f (t)dt a une limite �nie quand X ! + 1 .

(b) Que dire sur le reste si
X

f (n) converge ? sur la somme partielle si
X

f (n) diverge ?

(c) Montrer que : Sn �
Z n

n0

f (t):dt dans tous les cas, décroit et converge.



Chapitre 32

Probabilités : généralités

32.1 Le langage des probabilités

32.1.1 Dé�nitions

1. Exemple. On lance 2 dés Bleu et Rouge ; on regarde les couples obtenus. On note souvent :


 = f (1; 1); (1; 2); :::; (1; 6); (2; 1); :::; (6; 6)g et on l'appelle Univers des (cas) possibles.

. A = f (1; 3)g est un événement possible(une éventualité).

. B = f (2; 3); (2; 5)g en est un autre, signi�ant obtenir en 1 lancer :(2; 3) ou (2; 5).

. 
 est appelé événement certain. ; : événement impossible.

A et B sont dit incompatibles si A \ B = ; . A est dit événement contraire deA.

Un événementN tel que p(N ) = 0 est dit "négligeable" (ici, c'est quand 
 est in�ni ...).

2. Une famille d'événementsA i est un système complet d'événementssi A i \
i 6= j

A j = ; et [ A i = 
 .

Ci-dessus :f (1; 1)g, f (1; 2)g, ... ,f (6; 5)g, f (6; 6)g : système complet d'événements élémentaires.

32.1.2 Espace probabilisé �ni

1. Une probabilité p sur 
 est une application
p : P(
) ! [0; 1] telle que p(
) = 1 et (A et B incompatibles) ) p(A [ B ) = p(A) + p(B ).

Exemple fondamental

Si 
 est constitué d'un système complet d'événements élémentaires équiprobables , (on dit

aussi probabilité uniforme ), alors : p(A) =
j A j
j 
 j

=
Nombre � de� cas� favorables
Nombre � de� cas� possibles

.

Ci-dessus, (avec des dés non biaisés), p(B ) =
2

6:6
=

1
18

.

Autre Probabilité d'avoir au moins 1 as en 8 cartes d'un jeu de 32 ?p(A) =
�

28
8

�
=

�
32
8

�
...

2. Attention . Sur le même exemple, probabilité que la somme des 2 chi�res soit égale à 5 (notéC).

Les sommes possibles sont entre 2 et 12 ;il y a 11 sommes mais non équiprobables !

La probabilité de la somme cherchée correspond à 4 cas équiprobables sur 36 ; soitp(C) =
1
9

6=
1
11

.

3. Propriétés. Il est facile de voir que (exercice) :

� p(; ) = 0 � p(A) = 1 � p(A) � p(A [ B = p(A) + p(B ) � p(A \ B )
� p(AnB ) = p(A) � p(A \ B ) � A � B ) p(A) 6 p(B ), croissance
� et, si on a n événements incompatibles, alors :p([ n

i =1 A i ) =
X

16 i 6 n

p(A i ).

215
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32.2 Probabilités conditionnelles

32.2.1 Dé�nition (probabilité de A si B)

1. On note p(AjB ) ou pB (A) la "probabilité de A sachant (que)B (est Vraie)" , pour p(B ) 6= 0 .

Cette probabilité (au sens déjà dit) estdé�nie par pB (A) =
p(A \ B )

p(B )
. Donc :

2. p(A \ B ) = p(A):pA (B ) = p(B ):pB (A) et (inversion des conditionnements) pB (A) =
pA (B ):p(A)

p(B )
.

32.2.2 Formule des probabilités composées

1. La formule ci dessus se généralise : p(A \ B \ C) = p(A):pA (B \ C) = p(A):pA (B ):pA\ B (C).

C'est la formule des probabilités composées: p(\ A i ) = p(A1):pA 1 (A2): ::: :pA 1 \ A 1 \ :::\ A n � 1 (An ).

2. Exemple
Trois urnes contiennent des boules Blanches et Noires. U1 contient 2B et 3N ; U2 contient 4B et
2N ; U3 : 6B et 1N. On tire une boule de U1, on note sa couleur, on la met dans U2 ; on tire
alors une boule de U2, on note sa couleur, on la met dans U3 ; on tire une boule de U3, on note sa
couleur. Probabilité pour que les 3 boules aient la même couleur ?

On a : p(N1 \ N2 \ N3) = p(N1):pN1 (N2):pN1 \ N2 (N3) =
3
5

:
3
7

:
2
8

=
9

140
.

Idem : p(B1 \ B2 \ B3) =
35
140

. On obtient la probabilité cherchée : p =
11
35

= 0 ; 314.

32.2.3 Formule des probabilités totales

1. Ici, on a un système complet d'événements non négligeablesA i : A i \
i 6= j

A j = ; et [ A i = 
 .

Alors p(B ) =
X

p(B \ A i ) =
X

p(A i ):pA i (B ) (sommes suri ). (p(A i ) > 0)

2. Exemple
Trois urnes contiennent des boules Blanches et Noires. U1 contient 2B et 3N ; U2 contient 6B et
4N ; U3 : 4B et 1N. On choisit une urne au hasard et on tire une boule. Probabilité que ce soit
une Blanche, si p; q; r avec p + q + r = 1 désigne les probabilités de choisir les Urnes 1, 2, 3 ?

Trouver : p(B ) = pU1 (B ):p(U1) + pU2 (B ):p(U2) + pU3 (B ):p(U3) =
2:p
5

+
6:q
10

+
4:r
5

.

Si p = q = r , p(B ) =
3
5

= 0 ; 6. (Et il est possible de choisirp; q; r pour avoir p(B ) = 0 ; 5 ...)

32.2.4 Formule de Bayes (probabilité des causes !)

1. C'est l'inversion des conditionnements: pB (A j ) =
p(A j \ B )

p(B )
; le numérateur vaut p(A j ):pA j (B ) ;

et au dénominateur, en utilisant la formule des probabilités totales: pB (A j ) =
p(A j ):pA j (B )

P
i p(A i ):pA i (B )

.

2. Exemple
Quatre urnes contiennent des boules Blanches et Noires. U1 contient 4B et 1N ; U2 contient 3B

et 2N ; U3 : 2B et 3N ; U4 : 1B et 4N. La probabilité de choisir l'Urne i est
i

10
.

� Probabilité d'avoir 1 B en 1 tirage ?
� Probabilité qu'on ait choisi l'Urne U1, si on a obtenu une blanche ?

1) Avec la formule des probabilités totales (correct car on a
1 + 2 + 3 + 4

10
= 1 !) :

p(B ) = p(B jU1):p(U1) + ::: + p(B jU4):p(U4) =
4
5

:
1
10

+
3
5

:
2
10

+
2
5

:
3
10

+
1
5

:
4
10

=
2
5

= 0 ; 4.

2) Et aussi p(U1jB ) =
p(U1 \ B )

p(B )
=

p(U1):p(B jU1)
p(B )

=
4=50
2=5

=
1
5

= 0 ; 2 (urnes non équiprobables).
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32.3 Indépendance en probabilités

32.3.1 Cas de 2 événements

1. A et B sont dit indépendants si p(A \ B ) = p(A):p(B ) (attention 6= "incompatibles").

� Un événementB négligeable (p(B ) = 0 ), est toujours indépendant avec un événementA.

� Si p(B ) > 0, cela veut dire pB (A) = p(A) : connaitre B ne change rien
�

car pB (A) =
p(A \ B )

p(B )

�
.

2. Propriété . Si A et B indépendants, alorsA et B , (donc A et B , A et B ) sont indépendants.

En exercice : p(A \ B ) = p(A) � p(A \ B ) = p(A) � p(A):p(B ) = p(A):p(B ).

32.3.2 Cas de plusieurs événements

1. A; B; C sont dits indépendants si on a: p(A \ B ) = p(A):p(B ), p(A \ C) = p(A):p(C),

p(B \ C) = p(B ):p(C) et aussi p(A \ B \ C) = p(A):p(B ):p(C). Etc. en général.

(Donc : une sous-famille d'événements indépendants est indépendante !)

2. Trois événements indépendants 2 à 2, non indépendants! On lance 2 fois de suite un dé équilibré.
A : le chi�re du 1er lancer est pair. B : le chi�re du 2ème lancer est impair. C : avoir 2 chi�res
de parité di�érente : A et B sont indépendants ;A et C aussi ;B et C aussi ; maispas A; B; C .

Réponse . p(A) = p(B ) =
1
2

. p(A \ B ) =
3:3
6:6

=
1
4

. p(C) = p(( I; P )) + p((P; I )) =
1
4

+
1
4

=
1
2

.

A \ C = ( P; I ) : A et B indépendants car p(A \ B ) = p(A):p(B ) ; A et C aussi ; B et C aussi.

Mais : p(A \ B \ C) = p(A \ B ) 6= p(A):p(B ):p(C) ; donc A; B; C ne sont pas indépendants.

32.3.3 Exemples sur l'indépendance

1. On lancen fois une pièce avec probabilitép d'avoir Pile et q = 1 � p d'avoir Face.

(a) Probabilité d'avoir au moins une fois Pile ?

(b) Probabilité qu'en ces n lancers, Face ne soit jamais suivi de Pile ?

Réponse: (a) Le contraire est F1 \ F2 \ ::: \ Fn de probabilité qn (indépendance des lancers).
D'où la réponse ici : 1 � qn .

(b) Soit Ak : P1 \ P2 \ ::: \ Pk \ Fk+1 \ ::: \ Fn , pour 0 6 k 6 n. On veut ici p([ Ak ) et ces
évènements sont incompatibles ; de plus : p(Ak ) = pk :qn� k . D'où la réponse :

nX

k=0

pk :qn � k . (On sait que
nX

k=0

pk :qn � k =
pn +1 � qn +1

p � q
si p 6= q et si p = q, p = q = 1=2 ...

et : lim
x ! 1=2

xn +1 � (1=2)n +1

x � 1=2
= lim

x ! 1=2

f (x) � f (1=2)
x � 1=2

= f 0(
1
2

) = ( n + 1) :
1
2n ...)

2. Trois machinesM 1; M 2; M 3, produisent 50/100, 30/100, 20/100 des produits, respectivement.

De plus, 2/100 des produits fabriqués parM 1 sont défectueux, 3/100 et 5/100 avecM 2 et M 3.

(a) Probabilité qu'un produit pris au hasard soit défectueux ?

(b) Probabilité d'obtenir une pièce défectueuse provenantde M 1 ?

(c) Les événements "La pièce est défectueuse" et "La pièce provient de M 1" sont-ils indépendants ?

(d) Une pièce est défectueuse. Probabilité qu'elle provienne deM 1 ? (C'est : pD (M 1).)

Réponses :

(a) Avec la formule des probabilités totalesp(D ) = p(D jM 1):p(M 1) + ::: = 0 ; 02:0; 5 + ::: = 0 ; 029.
(b) Maintenant, on veut : p(M 1 \ D ) = p(D jM 1):p(M 1) = 0 ; 02:0; 5 = 0; 01. Par suite :
(c) On a p(M 1 \ D ) 6= p(M 1):p(D ) ; donc ces événements ne sont pas indépendants.

(d) Ici, c'est une probabilité des causes :p(M 1jD ) =
p(M 1 \ D )

p(D)
=

0; 01
0; 029

' 0; 3448.
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32.4 Des exercices corrigés

32.4.1 Simple dénombrement mais pas facile (*) !

1. Avec 52 cartes, probabilité d'avoir exactement 1 Dame et 2Coeurs en 5 cartes ? (13 coeurs ...)

2. On tire 2 dominos ensemble, d'un jeu de 28(7+
7:6
2

). Probabilité d'avoir une face commune aux 2 ?

Rép 1.

�
12
1

�
:
�

36
3

�
+

�
3
1

�
:
�

12
2

�
:
�

36
2

�

�
52
5

� ' 0; 081. Rép 2.

�
7
1

�
:
�

6
1

�
+

�
7
1

�
:
�

6
2

�

�
28
2

� =
7
18

' 0; 389.

32.4.2 Indépendance, conditionnement, probabilité des ca uses

1. Pour ouvrir une porte, on an clés distintes. Sik 2 [[1; n]], probabilité pk d'ouvrir au kème essai ?

Rép . On a : p1 =
1
n

; p2 =
n � 1

n
:

1
n � 1

=
1
n

... Finalement pk =
1
n

tout le temps !

2. A et B indépendants,p(A) =
1
2

; p(A[ B ) =
2
3

: calculerp(B ). [p(A[ B ) = p(A)+ p(B )� p(A):p(B )...]

3. On dispose de 2 pièces de monnaie, l'une non truquée, l'autre truquée T où la probabilité d'avoir

Face estp > 1=2. On fait les jets successifsavec la même pièce.

(a) Probabilité d'avoit choisi T si on a eu Face au 1er lancer, notéF1 ? [p(T jF1) = 2 p=(2p + 1) ]

(b) Les événements F1 et F2 sont-ils indépendants ? [Non : p(F1)p(F2) =
�

1
4

+
p
2

� 2

,

et : p(F1 \ F2) = p(F1 \ F2 \ NonT ) + p(F1 \ F2 \ T) =
1
8

+
p2

2
.]

(c) Probabilité d'avoir choisi T si on a eun F , enn lancers ? [p(T jF1\ F2\ :::\ Fn) =
1

1 + 1=(2p)n .]

32.4.3 (*) Limite de probabilités avec somme de Riemann

1. Une Urne contient n boules numéronées de 1 àn. Avec des tirages avec remise. Probabilité qu'au

kème tirage (pk ), on ait un numéro inférieur ou égal à tous les précédents ? Limite si n ! + 1 ?

(Dans l'exercice, prendre enpremière lecture k = 2 et comprendre que p2(n) �!
n! + 1

1
2

;

puis avec k = 3 comprendre intuitivement que p3(n) �!
n! + 1

1
3

. Ce n'est pas demandé

mais si, par contre, on avait prisn = 10 et k = 1000, on doit comprendre quep1000 '
1
10

.)

2. Solution. Tirages indépendants et équiprobables.nk cas possibles ; cas favorables : si on tire la

boule i au tirage k, on a tiré avant dans[[i; n ]] soit (n � i +1) k� 1. Donc : pk =
1

nk

nX

i =1

(n � i +1) k� 1

pk =
1

nk

nX

j =1

j k� 1. Ainsi p2 =
n(n + 1)

2:n2 =
n + 1

2n
et pk =

1
n

nX

j =1

(
j
n

)k� 1 �!
n! + 1

Z 1

0
tk� 1dt =

1
k

.

32.4.4 (*) Limite de probabilités avec une Matrice

N enfants E j jouent au ballon : Au départ, E1 a le ballon et l'envoie à un autre ; etc. Relier les

les probabilités pk;n : Ek ayant le ballon au pasn (p1;0 = 1) avec une matrice. Et sin ! + 1 ?

Solution [en 1ère lecture prendre N = 3 ]. Soit (Ak;n )16 k6 3 le système complet d'événements :

Ek a le ballon au pasn. Notons pn = p(A1; n); qn = p(A2; n); rn = p(A3; n). Alors
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pn+1 = p(A1;n+1 ) =
X

j

p(A1;n+1 \ A j;n ) =
1

3 � 1

X

j 6= k

pj;n . Donc

0

@
pn +1

qn +1

rn +1

1

A =
1
2

0

@
0 1 1
1 0 1
1 1 0

1

A :

0

@
pn

qn

rn

1

A .

Soit J =

0

@
1 1 1
1 1 1
1 1 1

1

A , A = J � I 3 =

0

@
0 1 1
1 0 1
1 1 0

1

A , M =
1
2

:A. Alors :

0

@
pn

qn

rn

1

A = M n :

0

@
p0

q0

r0

1

A = M n :

0

@
1
0
0

1

A .

(*) Calcul de : An ; n > 1. Déjà J 2 = 3 :J , J n = 3 n� 1:J pour n > 1; tandis que J 0 = I 3 !

Pour calculer An = ( J � I )n , on sépare donc en deux, selon :J 0 et J i ; i > 1. Exemple A5 :

A5 = J 5 �
�

5
1

�
J 4+

�
5
2

�
J 3 �

�
5
3

�
J 2+

�
5
4

�
J � I 3 =

1
3

�
35 �

�
5
1

�
34 +

�
5
2

�
33 �

�
5
3

�
32 +

�
5
4

�
3
�

J � I 3

A5 =
1
3

�
35 �

�
5
1

�
34 +

�
5
2

�
33 �

�
5
3

�
32 +

�
5
4

�
3 � 30

�
J +

1
3

J � I 3 =
(3 � 1)5 + 1

3
:J � I 3.

(*) En général An =
(3 � 1)n � (� 1)n

3
J + ( � 1)n I . Donc M n =

1
3

:
�

1 �
(� 1)n

2n

�
:J +

(� 1)n

2n :I qui

"tend vers"
1
3

:J: D'où pn ; qn ; rn tendent vers
1
3

: limite attendue !

Autres façons de calculer An , peut-être plus simples ! (ci-dessus, binôme).

1. Si on a une matrice facile, par exemple diagonaleD , et P inversible telles queP � 1AP = D, alors
An = P:Dn :P � 1 : c'est le programme de Spé-PT.

2. Ou (Spé-PSI) avec A2 � A � 2:I 3 = O, X n = ( X + 1)( X � 2)Q(X ) + aX + b, on trouve a; b avec
X = � 1; 2 puis on déduit que : An = O + a:A + b:I .

3. Ou encore iciAn =

0

@
an bn bn

bn an bn

bn bn an

1

A avec an+1 = 2 :bn ; bn+1 = an + bn . Tirer an de (2), reporter dans

(1) ) bn+2 � bn+1 � 2:bn = 0 d'équation caractéristique r 2 � r � 2 = 0 : bn = �: 2n + �: (� 1)n ...

32.4.5 (**) Limite de probabilités avec suite arithmético- géométrique

Une urne B blanche contient une proportion0 < a < 1 de boules noires (et1 � a de bl.) ; une urne N
noire contient une proportion 0 < b < 1 de blanches (1� b de n.) On choisit une urne (probabilité p pour
B), on tire une boule avec remise ; si elle a même couleur que l'Urne, on garde l'Urne, sinon on change.

- Soit Vn =
�

pn

qn

�
où pn est la probabilité que la n ème soit blanche. Limite deVn en l'in�ni ?

- Probabilité que la n ème soit blanche si blanche auk ème tirage : k 6 n ; puis k > n ?

Solution. Soit An l'événement : Au n ème tirage, on a une blanche ; qui implique: on est dans

l'urne B, au rang n + 1 . Déjà : p1 = p:(1 � a) + q:b et pn + qn = 1 . Puis :

pn+1 = p(An+1 \ An ) + p(An+1 \ Bn ) = (1 � a):pn + b:qn , 8n > 0, en posant p0 = p; q0 = q.

Ainsi : pn+1 = (1 � a � b):pn + b. pn est une suite arithmético-géométrique (connue) d'où :

( ... ) pn =
b

a + b
+ (1 � a � b)n :

�

p �
b

a + b

�
de limite :

b
a + b

. Puis :

Cas oùn > k. Ici : Vn = M n� k :Vk où M =
�

1 � a b
a 1 � b

�
et Vk =

�
1
0

�
. La relation est donc

analogue à la précédente et devient : pn;k =
b

a + b
+ (1 � a � b)n� k :

�

1 �
b

a + b

�
pour n > k

Cas oùk > n. Cette fois : 1 =
b

a + b
+ (1 � a � b)k� n :

�

pn;k �
b

a + b

�
; d'où on trouve, par

calcul ... pn;k =
b

a + b
+ (1 � a � b)n� k :

�

1 �
b

a + b

�
pour n 6 k. Même expression !
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M+ Exercices : Probabilités, généralités PTSI

1. (Dénombrement). On lance 4 fois un dé à 6 faces. On appelle tirage cette suite de 4 lancers.
(a) Combien a-t-on de tels tirages ?
(b) Combien avec exactement 2 numéros di�érents ?
(c) Combien avec exactement 3 numéros di�érents ? (1296, 210, 720).

2. (Dénombrement). On lance 3 dés (Bleu, Jaune, Rouge) à 6 faces.
(a) Nombre total de tirages possibles ?
(b) Nombre de tirage ayant au moins un "6" ?
(c) Nombre de tirage ayant au moins 2 faces identiques ?
(d) Nombre de tirage tels que la somme des 3 dés soiut paire ?
(e) Nombre de tirage véri�ant 2) et 3) ? puis 3) et 4) ? (216, 91,96, 108, 31, 48)

3. (Probabilités) Un joueur atteint sa cible avec une probabilité de 0,04.

Combien doit-il faire d'essais pour l'atteindre (> 1 fois) avec une probabilité d'au moins 0,95 ?

Réponse: En n lancers, on résout : 1 � p = (0 ; 96)n 6 0; 05. On trouve n > 74.

4. (Probabilités) On dispose de deux dés : A a 4 faces rouges, 2 blanches.B : 2 rouges, 4 blanches.
On joue toujours avec le même dé ; mais avec une probabilité 1/3 pour A ; et 2/3 pour B .

(a) Probabilité d'avoir la couleur rouge au premier coup ?
(b) On a eu 2 fois rouge (sur deux). Probabilité d'avoir rougeau 3ème ?
(c) On a obtenu n fois rouge enn coups. Probabilité d'avoir utilisé A ?

Réponses: (a) p(R1) = p(R1jA):p(A) + p(R1jB ):p(B ) =
4
6

:
1
3

+
2
6

:
2
3

=
4
9

' 0; 4444.

(b) On cherchep(R1\ R2\ R3jR1\ R2). p(R1\ R2) = p(R1\ R2jA):p(A)+ p(R1\ R2jB ):p(B ) ::: =
2
9

.

p(R1 \ R2 \ R3) analogue... et vaut
10
81

. D'où la réponse :
5
9

' 0; 5555.

(c) Déjà la probabilité d'avoir n rouge est (de même)
1
3

:
�

2
3

� n

+
2
3

:
�

1
3

� n

=
2n + 2
3n+1 d'une part.

Et p(Ajn � rouge) =
p(A \ n � rouge)

p(n � rouge)
=

p(R1 \ R2 \ ::: \ Rn jA):p(A)
p(n � rouge)

(selon la formule de

Bayes). Le numérateur est
2n

3n+1 . D'où la probabilité
2n

2n + 2
(qui tend vers 1, sin ! + 1 ).

5. (Probabilités) Une particule se déplace entre 3 pointsA; B; C . Si enA, elle va enB avec la prob.

0,75 ou enC avec la prob. 0,25. Si enB , elle va enA avec la prob. 0,75 ou enC avec la prob. 0,25.

Si en C, elle va forcément enB . On note an ; bn ; cn les probabilité d'être en A; B; C au temps n.

On considère aussi les matrices :M =

0

@
0 3=4 0

3=4 0 1
1=4 1=4 0

1

A P =

0

@
12 3 1
16 � 1 � 1
7 � 2 0

1

A et X n =

0

@
an

bn

cn

1

A .

(a) Véri�er que X n+1 = M:X n .
(b) Calculer P � 1 (on peut s'aider d'une machine) et véri�er que P � 1MP = diag(1; � 1=4; � 3=4).

En déduire M n puis X n en fonction deX 0.
(c) En déduire la limite X , quand n tend vers + 1 , de X n .



Chapitre 33

Probabilités : Variables aléatoires

33.1 Variables aléatoires sur un espace probabilisé �ni

33.1.1 Dé�nitions

1. Soit 
 un ensemble �ni, muni d'une probabilité. Par exemple, avec un dé lancé 2 fois,


 = f (1; 1); (1; 2); (1; 3); :::; (6; 5); (6; 6)g chacun de probabilité
1
36

si les faces sont équiprobables.

2. On dé�nit une application de 
 dans R mais les notations usuelles ici sontX . Sur le cas ci-

dessus, par exemple,X est la somme des numéros pour 2 lancers : X (
) = f 2; 3; 4; :::12g.

p(X = 2) =
1
36

; p(X = 3) =
1
18

; p(X = 4) =
1
12

; p(X = 5) =
1
9

; p(X = 6) =
5
36

; p(X = 7) =
1
6

;

p(X = 8) =
5
36

; p(X = 9) =
1
9

; p(X = 10) =
1
12

; p(X = 11) =
1
18

; p(X = 12) =
1
36

.

3. Souvent X (
) = f x1; x2; :::; xn g � N ; on note f X = x i g l'ensemblef ! : X (! ) = x i g avec :

pi = p(X = x i ). C'est une autre probabilité :
X

pi = 1 . (X 2 A signi�e f ! 2 
 : X (! ) 2 Ag.)

33.1.2 Autres exemples

1. Composition foX : Sur l'exemple précédent, on peut considérer une fonctionf (par exemple

un gain ) disant si la somme vautk, le gain est f (k). Par exemple avec : f (x) = 2 :x :

foX se noterait 2:X et son ensemble de valeurs serait :foX (
) = f 4; 6; 8; :::; 24g.

2. Toujours avec 2 lancers de dés, soitY : le minimum obtenu . Ici, Y (
) = f 1; 2; 3; 4; 5; 6g et :

p(Y = 1) =
11
36

; p(Y = 2) =
9
36

; p(Y = 3) =
7
36

; p(Y = 4) =
5
36

; p(Y = 5) =
3
36

; p(Y = 6) =
1
36

.

3. Exemple. Loi de X rang d'apparition de la Noire : tirages sansremise dans une Urne (2 B, 1N) ?

Solution . X (
) = f 1; 2; 3g. Puis (X = 1) signi�e qu'on tire de suite la noire p(X = 1) =
1
3

.

p(X = 2) = p
�
(B; N )

�
=

2
3

:
1
2

=
1
3

. p(X = 3) =
2
3

:
1
2

:
1
1

=
1
3

. X suit une loi uniforme sur [[1; 3]].

33.1.3 Couple de variables aléatoires. Indépendance

1. Dé�nition Etant donné, deux variables aléatoires, notées ici :X , Y à valeurs dansR, on peut

dé�nir les probabilités : pij = p(X = x i \ Y = yj ). Exemple : Y nX j � 1 0 1
���|�������

0 | 1/5 0 1/5
1 | 1/5 1/5 1/5

Ici : p(X = 0 \ Y = 1) = 1 =5 6= p(X = 0) : p(Y = 1) = 1 =5 : 3=5.

221
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2. Ce qu'on appelle "lois marginales", c'est : p(X = � 1); p(X = 0) ; p(X = 1) ; idem avecY ; en

général : pi; � = p(X = x i , Y quelconque)=
X

j

pi;j et p�; j = p(Y = yj , X quelconque)=
X

i

pi;j .

3. On appelle loiconditionnelle de Y sachant queX = x i , la donnée de : p(Y = yj jX = x i ) =
pi;j

pi; �

4. X et Y sont dites indépendantes si p(X = x i ; Y = yj ) = p(X = x i ):p(Y = yj ). Se généralise ...

Deux propriétés immédiates. Si indépendance : p
�
(X 2 A) \ (Y 2 B )

�
= p(X 2 A): p(Y 2 B )

et f (X ); g(Y ) indépendantes. Ainsi : X; Y indépendantes ) a:X + b; cY+ d indépendantes.

33.2 Espérance, variance, écart-type.

33.2.1 Dé�nitions

1. Soit X une variable aléatoire prenant les valeursx i avec les probabilitéspi .

Alors l'espérance mathématique vaut, par dé�nition : E(X ) =
X

x i :pi =
X

x i :p(X = x i ).

2. Exemple . Supposons une variable aléatoire représentant la longueur de divers lancers ; soit :

Longueurs | 5m. | 10m. | 12mètres
���������������-
E�ectifs : | 6 | 9 | 5. La moyenne ou l'espérance vaut :E(X ) = X = 9 mètres.

3. Variance et écart-type (dispersion) V (X ) =
X

(x i � E (X ))2: pi =
X

(x i � X )2: pi � =
p

V .

4. L'exemple : la variance en m2 ; l'écart-type en mètres . V = 7 ; 5 m2 ; � ' 2; 74 mètres.

Note : V (X ) = E
�
[X � X ]2

�
= E

�
[X � E(X )]2�

(Et une v.a. constante est dite "certaine".)

33.2.2 Propriétés de l'Espérance (Si E (X ) = 0 , on dit v.a. "centrée")

1. Linéarité. E(�:X + �:Y ) = �:E (X ) + �:E (Y ) que X , Y soient, ou non, indépendantes.

Donc : E(X 1 + X 2 + ::: + X n ) = E(X 1) + ::: + E(X n ).

Démonstration de Ligne 1 (*). E (�:X ) = �:E (X ) évident avec la dé�nition ; et (intéressant) :

E (X + Y) =
X

i;j

(x i + yj )pi;j =
X

i;j

(x i + yj ):pi;j =
X

i;j

x i :pi;j +
X

i;j

yj :pi;j . Or (doubles indices) :

X

16 i 6 2;16 j 6 3

ai :bj = a1b1 + a1b2 + a1b3 + a2b1 + a2b2 + a3b2 =
X

16 i 6 2

(
X

16 j 6 3

ai;j ) =
X

j

(
X

i

:::) à voir !

)
X

i;j

x i :pi;j =
X

i

(
X

j

x i :pi;j ) =
X

i

x i :pi = E(X ). Idem l'autre terme avec
X

j

X

i

.

2. Croissance: E(X ) > 0 si X > O et donc (linéarité) : X 6 Y =) E(X ) 6 E(Y ).

3. Formule "de transfert" : E (f (X )) =
X

f (x i ):p(X = x i ). En exercice.

4. En�n X , Y indépendantes ) E(X:Y ) = E(X ):E(Y ). p(X = x i \ Y = yj ) = p(X = x i ):p(Y = yj ).

Démonstration : Ici, E (X:Y ) =
X

x i :yj :p(X = x i \ Y = yj ) =
X

i;j

x i :yj :p(X = x i ):p(Y = yj ) !

(//ci-dessus) ::: =
X

i

x i :p(X = x i ):E (Y ) = E(Y ):E(X ). Réciproque fausse : à voir au I.

33.2.3 Propriétés de la Variance

1. Si a; b2 R, E(a:X + b) = a:E(X ) + b. V (a:X + b) = a2:V (X ) donc � (a:X + b) = j a j : � (X ).

Démonstration. V (a:X + b) =
X �

a:xi � a:E(X )
� 2

: pi = a2:
� X

(x i � E (X ))2: pi

�
= a2:V (X ).



33.3. LOIS DE PROBABILITÉS FINIES USUELLES. 223

2. Formule de Huyghens. V (X ) = E(X 2) �
�
E (X )

� 2
mais ici on voit mal V (X ) > 0. (cf. Ex. II.1.)

Démonstration. Notons m = E(X ) = X ; alors : V (X ) = E
�
(X � X )2�

= E
�
(X � m)2�

=
X

(x i � m)2:pi =
X

x2
i :pi � 2m:

X
x i :pi + m2:

X
pi = E(X 2) � 2:m:m + m2 = E(X 2) � m2.

3. Covariance. On a : V (X + Y) = E
�
(X + Y)2�

�
�
E (X + Y)

� 2
d'après la formule précédente ; d'où

V (X + Y) = E(X 2) + E(Y 2) + 2 :E(X:Y ) �
�
E (X )

� 2 �
�
E (Y )

� 2 � 2:E(X ):E(Y ). Qui donne

V (X + Y) = V(X ) + V(Y ) + 2
�
E(X:Y ) � E(X ):E(Y )

�
. Puis on dé�nit (avec X = E(X )) :

Cov(X; Y ) = E
�
(X � X ):(Y � Y )

�
= E(X:Y )� X:E (Y )� Y :E(X )+ X: Y = E(X:Y )� E(X ):E(Y )

donc : Cov(X; Y ) = E
�
(X � X ):(Y � Y )

�
= E(X:Y ) � E(X ):E(Y ) ; V (X ) = Cov(X; X ).

Et V (X + Y) = V(X ) + V(Y ) + 2 :Cov(X; Y ) avec X , Y indépendantes ) Cov(X; Y ) = 0 .
(dernière implication déjà vue en II.2.)

Analogie avec un produit scalaire : (forme bi-linéaire symétrique, positive ...)
Analogie �! x � �! y $ Cov(X; Y ) = E

�
(X � X ):(Y � Y )

�
= E(X:Y ) � E(X ):E(Y ).

�! x � �! x $ Cov(X; X ) = V(X ) d'où : V (X + Y) = V (X ) + V(Y ) + 2 :Cov(X; Y ) est le Théorème
d'Al-Kashi k�! x + �! y k2 = k�! x k2 + k�! y k2 + 2 :(�! x � �! y ) [+ Inég. de C-S et de Minkowski !]

4. Note. X � X "centrée" car E
�
X � X

�
= 0 . X; Y ind. ) X � X; Y � Y ind. ; cov(X; Y ) = ::: = 0 .

A nouveau et retenir : X , Y indépendantes ) V (X + Y) = V(X ) + V(Y ).

33.3 Lois de probabilités �nies usuelles.

33.3.1 Loi uniforme X (
) = f x1; x2; :::; xng ; p(X = xk) = 1 =n

Pour la loi uniforme sur [[ 1; n]] : E(X ) =
n + 1

2
; V (X ) =

n2 � 1
12

Car, avec
X

k2 (donné)

V (X ) = E(X 2) � X
2

=
1
n

:
nX

k=1

k2 �
(n + 1) 2

4
=

1
n

:
n(n + 1)(2 n + 1)

6
�

(n + 1) 2

4
= ::: =

n2 � 1
12

.

33.3.2 Loi de Bernouilli B(p) X (
) = f 0; 1g, p(X = 1) = p, p(X = 0) = 1 � p = q

(Succès, échec) : E(X ) = p; V (X ) = p � p2 = p:q. (avec : V (X ) = E(X 2) � E (X )2.)

Exercice. X; Y; Z sont 3 v.a. ind . suivant la même loi de Bernouilli B(p) ; calculer E(X + XY + XY Z ).

Solution Soit U = X + XY + XY Z . Par linéarité E(U) = E(X ) + E(XY ) + E(XY Z ) ; et
par indépendance : E(U) = E(X ) + E(X ):E(Y ) + E(X )E(Y )E(Z ) = p(1 + p + p2).

33.3.3 Loi Binômiale B(n; p), X (
) = [[0 ; n]], p(X = k) : avec les coe�. binômiaux

Théorème:
Si X 1; :::; X n v.a. indépendantessuivent une Loi de Bernouilli, alorsSn = X 1 + ::: + X n

(Nombre de Succès enn tentatives indépendantes ) suit une loi binomiale : B(n; p):

Démonstration. Si indépendance,Sn = k signi�e qu'on a choisi k X i où X i = 1 ; les autres : 0. D'où

p(Sn = k) =
�

n
k

�
:pk :qn� k . E (Sn ) = n:p ; V (Sn ) = n:p:q car X , Y ind. ) V (X + Y) = V(X ) + V (Y ).

Exercice 1. Une Urne contient 5 boules numérotées de (1) à (5). Tirons successivement avec remise 2

boules ; soitX le nombre de numéros pairs obtenus. Loi deX ? Rép . X suit la loi B(2;
2
5

).

Exercice 2. Espérance, variance par calcul :Simpli�er f (x) =
nX

k =0

�
n
k

�
:xk :yn� k [(x + y)n ] ; calculer f 0(x)

[n(x + y)n� 1] ; en déduireE(X ) = n:p. Véri�er que
X

k:(k � 1):xk :yn� k = n:(n � 1):x2:(x + y)n� 2 avec

f " ; en déduire E(X 2) � E (X ) = n:(n � 1):p2 et V (X ) = E(X 2) � n2p2 = n:p:q, comme ci-dessus!
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33.4 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

33.4.1 Enoncé et démonstration

On a p
�

j X � E(X ) j > t
�

6
1
t2 :V (X ) ou bien : p

�
j X � E(X ) j > k:� (X )

�
6

1
k2 .

Preuve. V (X ) >
X

j X � E ( X ) j > t

�
x i � E (X )

� 2
:pi > t2:p

�
j X � E(X ) j> t

�
et isoler le terme cherché.

33.4.2 Exemples

1. Exemple 1 : On fait divers lancers d'un dé parfait à 6 faces.Nombre de lancers à faire pour pouvoir

a�rmer avec une erreur < 5=100 que la fréquence d'apparition du 6 est dans[
1
6

� 0; 01;
1
6

+ 0 ; 01]?

Sol. X n , le nombre de 6 obtenus enn lancers, suit la loi : B (n;
1
6

).
X n

n
est la fréquence :

p
�

j
X n

n
�

1
6

j> 0; 01

�
6

V(X n =n)
0; 012 =

104:n:p:q
n2 =

5:104

36:n
.

5:104

36:n
6

5
100

su�t ; réalisé sin > 27778.

2. Exemple 2 : On e�ectuen > 1 lancers avec une pièce équilibrée. Trouvern pour qu'on puisse a�rmer

avec un risque d'erreur< 4=100 que la fréquence des piles ne di�ère pas de 1/2 de plus de
3

100
.

Sol. X n , nombre de piles obtenus, suit la loiB(n; 1=2). La fréquenceFn = X n =n véri�e :

p(j Fn �
1
2

j>
3

100
) 6

104

36:n
. On veut p(j F �

1
2

j<
3

100
) > 1�

4
100

.
104

36:n
<

4
100

su�t ; n > 6945.

3. Exemple 3 : Un avion peut transporter 400 passagers. Un passager prévu fait défaut avec une

probabilité de
8

100
. 420 réservations ont été faites. Probabilité qu'il manquedes places ?

Sol. On étudie les désistements : on a la loiB(420; 0; 08) d'espérancem = 33; 6 et de variance

V = 30; 912. Si D est le nombre de désistements :p(D 6 19) = p
�
(D � m) 6 � 14; 6

�
.

Donc : p(D 6 19) 6 p(j D � m j > 14; 6) 6
� 2

14; 62 ' 0; 1450. Le risque est inférieur à
14; 5
100

.

33.5 Exercices corrigés

33.5.1 Une Urne a 4 boules 1B, 1N, 2R. On tire sans remise chaqu e boule ...

1. X rang de la B. ; Y de la 2èR. Loi de (X; Y ) ? Loi marginale deX ? deY ? deZ = j X � Y j ?

2. Solution : YnX k 1 j 2 j 3 j 4 avec un arbre ! X : loi uniforme ; et :
� � � � � � � � � � � �

2 k 0 j 0 j 1=12 j 1=12 p(Y = 2) = 1 =6; p(Y = 3) = 1 =3; p(Y = 4) = 1 =2
� � � � � � � � � � � �

3 k1=12 j1=12 j 0 j 1=6 Loi de Z = j X � Y j temps d'attente :
� � � � � � � � � � � �

4 k 1=6 j 1=6 j 1=6 j 0 p(Z = 1) = 1 =2; p(Z = 2) = 1 =3; p(Z = 3) = 1 =6.

33.5.2 Comment trouver la loi de la somme de 2 v.a., à valeurs d ans N

p(S = n) =
X

k

p
�
(X = k) \ (Y = n � k)

�
. Et si X , Y sont indépendantes, somme de produits !

33.5.3 (*) Comment trouver la loi du minimum Z de 2 v.a. : X et Y

On a : p(Z > n ) = p
�
(X > n ) \ (Y > n )

�
. Ensuite : p(Z = n) = p(Z > n � 1) � p(Z > n ).
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33.5.4 (*) Comment trouver la loi du maximum Z de 2 v.a. : X et Y

On a : p(Z 6 n) = p(X 6 n \ Y 6 n). Ensuite : p(Z = n) = p(Z 6 n) � p(Z 6 n � 1).

Exemple. Une Urne contient n boules numérotées 1,2, ...n. On tire 2 boules à la fois etZ =max(Numéros).

Loi de Z ? Rép. p(Z 6 k) =
k(k � 1)
n(n � 1)

car
�

n
2

�
=

n(n � 1)
2:1

. Donc p(Z = k) =
2:(k � 1)
n:(n � 1)

, 2 6 k 6 n.

33.5.5 (**) Espérance et Variance d'une Loi hypergéométriq ue H(N; n; p)

On prélèven boules (n 6 N ) en un seul tiragedans une Urne contenantN boules Blanches ou Noires
avec une proportionp de Blanches (doncN:p 2 N Blanches), q de Noires (doncN:q 2 N Noires).

Soit X la v. a. indiquant le nombre de blanches obtenues.p(X = k) =

�
N:p
k

�
:
�

N:q
n � k

�

�
N
n

� , 0 6 k 6 n.

(Pour comprendre cela, prendre d'abordN = 12, p = 1=3 donc N:p = 4 , N:q = 8 et n = 3 par ex.)

La somme de ces probabilités vaut 1, formule de Van Der Monde, cf. exercice. [Déjà le cas précédent ?]

L'idée est, dans une grande populationde 70 millions d'h, de chercher à connaitrep = 1=3 ( ?) via des
sondagesdans les échantillons den = 500 personnes par ex. Avec la formule connue et facile à véri�er

�
r
k

�
=

r
k

:
�

r � 1
k � 1

�
E(X ) =

X

k> 1

k:p(X = k) =
X

k> 1

N:p:
�

N:p � 1
k � 1

�
:
�

N:q
n � k

�

N
n :

�
N � 1
n � 1

� = N:p:
n
N

= n:p (correct).

Et en appliquant encore la formule encadrée ci-dessus, toujours avec la formule de Van Der Monde :

E(X 2) =
X

k> 1

k2:p(X = k) = E(X )+
X

k> 2

k:(k� 1):p(X = k) = n:p+
X

k> 2

N:p(N:p� 1):

�
N:p � 2

k � 2

�
:
�

N:q
n � k

�

N: (N � 1)
n: (n� 1)

�
N � 2
n � 2

�

E (X 2) = n:p + N:p:(N:p � 1):
n(n � 1)

N (N � 1)
. Donc avec la formule de HuyghensV (X ) = n:p:q:

N � n
N � 1

.

33.5.6 (**) Indépendance ? (On a besoin de la somme des k2)

Une urne contient n boules numérotées de 1 àn. On tire une boule, soit X son numéro. On la remet et
on ajoute alors une boule numérotéeX . On tire une boule dans l'urne modi�ée et soitY son numéro.

Questions : Loi deX ? deY ? E(X:Y ) ? Conclusion ? Réponses :

1. X suit la loi uniforme sur [[1; n]]. P(X = k) =
1
n

. E(X ) =
n + 1

2
(sera utile).

2. Puis avec un système complet d'événements évident,Y suit aussi cette loi uniforme car :

p(Y = i ) = p(Y = i jX = i ):p(X = i ) + p(Y = i jX 6= i ):p(X 6= i ) =
2

n + 1
:
1
n

+
1

n + 1
:
n � 1

n
=

1
n

.

3. Ensuite : p(X = i \ Y = i ) = p(X = i ):p(Y = i jX = i ) =
1
n

:
2

n + 1
;

et si i 6= j : p(X = i \ Y = j ) = p(X = i ):p(Y = j jX = i ) =
1
n

:
1

n + 1
. Donc, avecS =

nX

i =1

i2

E(X:Y ) =
X

16 i = j 6 n

i2:
2

n(n + 1)
+

X

i 6= j

i:j:
1

n(n + 1)
= S:

2
n(n + 1)

+
nX

i =1

 nX

j =1

i:j � i2

!

:
1

n(n + 1)
=

1
n(n + 1)

:
n(n + 1)(2 n + 1)

6
+

n(n + 1)
4

=
3n2 + 7n + 2

12
6= E(X ):E(Y ) : V.a. non indépendantes.
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M+ Exercices : Variables aléatoires. PTSI

1. Dans une ville, il y a une proportion p de personnes ayant un virus. Si on est en contact avec une

telle personne, on a 2 chances sur 3 d'être contaminé. Un représentant rencontren personnes.

(a) Montrer que la variable aléatoire N : nombre de malades rencontrés suit une loiB (n; p).

(b) Montrer que la probabilité que le représentant soit contaminé est : 1�
�

1 �
2p
3

� n

.

2. Une puce fait des sauts (égaux) à Droite avec une probabilité p, ou à G. (1 � p).

Au départ son abscisse vaut 0. SoitX n l'abscisse au pasn. Loi, espérance et variance deX n ?

Rép. SoitSk la v.a. de Bernouilli valant 1 si lekème pas est à D, 0 sinon. AlorsDn =
X

Sk (k 6 n)
suit une loi B (n; p). Et Gn = n � Dn . Donc X n = 2 :Dn � n.

D'où : p(X n = 2k � n) =
�

n
k

�
:pk :qn� k . E (X n ) = n:(2p � 1) et V (X n ) = 4 :n:p:q.

3. Montrer la "formule de Van Der Monde" :
X

k

�
n1

k

�
:
�

n2

n � k

�
=

�
n1 + n2

n

�
. (N = n1 + n2).

4. (*) Avec une matrice 3x3 (à la puissancen). On a deux casiers A et B contenant chacun 2 jetons.

Au départ (n = 0 ), A possède les jetons 0 et 0 ; B les jetons 1 et 1.

A chaque coup, on permute un jeton de A et un de B. SoitX n la somme en A aprèsn coups.

(X n (
) 2 [[0; 2]]). On note : an = p(X n = 0) ; bn = p(X n = 1) ; cn = p(X n = 2) . Avec :

(a) p(X n+1 = i ) = p(X n = 0) :p(X n+1 = i jX n = 0) + p(X n+1 = i jX n = 1) + p(X n+1 = i jX n = 2) ,
on a :0

@
an

bn

cn

1

A = An

0

@
1
0
0

1

A où A =

0

@
0 1=4 0
1 1=2 1
0 1=4 0

1

A = PDP � 1 =

0

@
1 1 � 1
0 4 2

� 1 1 � 1

1

A diag(0; 1;
� 1
2

)

0

@
1=2 0 � 1=2
1=6 1=6 1=6

� 1=3 1=6 � 1=3

1

A

(b) On déduit pour n > 1 : an = cn =
1
6

+
1
3

:
�

� 1
2

� n

!
1
6

; bn =
2
3

�
2
3

:
�

� 1
2

� n

!
2
3

.

5. (*) Indépendance ? (on a besoin des
X

k2 et
X

k3). Une urne contient n � 2 boules N et 2 B.

On tire successivement une boule sans remise :X 2 [[1; n � 1]] est le numéro du tirage pour lequel

la 1ère B. apparaît ; Y 2 [[2; n]] le numéro de la 2ème B. Loi deX ? deY ? E(X:Y ) ? Conclure.

(a) On a : p(X = k) =
(n � 2):(n � 3):::[(n � 2) � (k � 2)]:2

n(n � 1):::(n � (k � 1))
=

2(n � k)
n(n � 1)

.

D'où : E(X ) =
n� 1X

k=1

k:
2(n � k)
n(n � 1)

= ::: =
n + 1

3
. Et (...)

(b) p(Y = k) =
2:(k � 1):(n � 2):(n � 3):::[(n � 2) � (k � 3)]

n(n � 1):::(n � (k � 1))
=

2(k � 1)
n(n � 1)

. E(Y ) =
2(n + 1)

3
.

(c) Et pour 0 < i < j 6 n, pij =
2:(n � 2)(n � 3):::(n � k + 1)

n(n � 1):::(n � (k � 1))
=

2
n(n � 1)

. On trouve alors :

E(X:Y ) =
2

n(n � 1)

nX

j =1

j:
j: (j � 1)

2
= ::: =

(n + 1)(3 n + 2)
12

6= E(X ):E(Y ). Non ind.
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(*) Quelques exercices de Révisions

1. Sur les suites . On admet ici le Théorème de Césaro: Soit (un ) une suite à terme réels qui tend

vers L (�nie ou in�nie). Alors vn =
u1 + u2 + ::: + un

n
tend aussi versL quand n ! + 1 .

(a) Lemme de l'escalier :

On suppose que :an+1 � an tend vers L . En déduire que :
an

n
tend vers L .

(b) Avec ln (� n ) :

On suppose que� n > 0 et que
� n+1

� n
tend vers L > 0. Montrer que n

p
� n tend vers L .

En déduire que : n

s �
2n
n

�
�!

n! + 1
4; et que : n

r
nn

n!
�!

n! + 1
e.

2. Des intégrales avec des changements de variables .

(a) Soit f dé�nie continue sur R. Pour x 6= 0 , véri�er que :
1
x

Z x

0
f (t)dt =

Z 1

0
f (x:u):du.

(b) Soit I a =
Z a

1=a

Arctan (x)
x

:dx, a > 0. En posant t =
1
x

, montrer que : I a =
�
2

:ln (a).

(c) Soit I =
Z �= 4

0
ln (1 + tan(x)) :dx. Avec t =

�
4

� x, véri�er que I =
�
4

:ln (2) � I . Valeur de I ?

Soit J =
Z 1

0

ln (1 + x)
1 + x2 dx. (On se ramère à l'intégraleI précédente) Montrer que : I = J .

Soit K =
Z 1

0

Arctan (x)
1 + x

:dx. véri�er que K =
�
4

:ln (2) � J . Conclure queI = J = K .

3. Sur les matrices .

(a) � Véri�er par division euclidienne que : X 3 + 2 :X 2 + 2 :X = ( X 2 + X + 1)( X + 1) � 1.

� On suppose que la matrice carréeA véri�e A3 + 2 :A2 + 2 :A = O.
Déduire que (A2 + A + I )(A + I ) = I . Conclusion sur A2 + A + I ?

(b) On cherche les matricesM telles queM 3 =
�

8 0
0 � 1

�
= A. Montrer que M:A = A:M .

En déduire queM est forcément diagonale. Prouver qu'il y a une et une seule solution.

4. Divers développements limités .

(a) Au point 0, véri�er que : ln (e2x + 2 :ex + 3) = ln (6) +
2
3

x + x:� (x).

(b) Au point 0, véri�er que : ch(ln (ch(x))) = 1 +
1
8

x4 + x4:� (x).

(c) Au point 1, en posant x = 1 + h, véri�er que : ln (1 + x + x2) = ln (3) +
4
3

h +
1
9

h2 + h2:� (h).

(d) Soit f (x) =
ex � 1 � 2x

3
. Montrer qu'elle est bijective au voisinage dex = 0 et que f � 1

y possède unDL 2 valant : f � 1(y) = y �
y2

6
+ y2:� (y).

(e) Montrer que : xn+1 + xn � 1 = 0 possède une unique racine positivexn ; et 1 � xn �
n! + 1

ln (2)
n

.

(f) Pour : f (x) =
ln (x)
2 � x

, trouver, pour k 2 [[0; 3]], f (k)(1). (Réponse : 0 ; 1 ; 1 ; 5 ; parDL !)
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5. Quelques problèmes de dénombrements .

(a) Soit une partie donnéeA d'un ensembleE. On suppose que : j A j= p 6 j E j= n.
Nombre de partiesX telles queA � X ? (Dire : X � A ; donc 2n� p cas).

(b) Nombre de parties X telles queX \ A = ; ? (Idem : c'est X � A).

(c) Nombre de partiesX telles queX [ A = E ? (2p car c'est X � A).

(d) Nombre de coupes(X; Y ) avec X � Y ? (Trouver 3n avec le Binôme de Newton !)

(e) Nombre de coupes(X; Y ) avec X \ Y = ; ? (Idem car c'est : X � Y !)

(f) Nombre de coupes(X; Y ) avec X [ Y = E ? (Idem car c'est : X \ Y = ; !)

(g) Nombre d'applications strictement croissantes de[[1; p]] dans [[1; n]] ? (p 6 n). (
�

n
p

�
.)

(h) (*) Nombre d'applications croissantes de[[1; p]] dans [[1; n]] ? (Ind. f est une telle appl.,
g(k) = f (k) + k � 1 est strictement croisante de[[1; p]] dans [[1; n + p � 1]] !)

En note : une "lemniscate de Bernouilli" (symbole de l'in�ni ), une astroïde (de la trigo-
nométrie) et deux "cardioïdes" (la petite est "enveloppe" d es normales à la grande) :
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0
0

1

x
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0,5

1
0

0,5
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-0,5

21,50,5

1

-1

0

0,5

0 1

et géométrie projective (cube à 3 points de fuite ; "Annonciation" ; et village du Chazelet, la Meije) :

.


