Chapitre 18

Systemes linéaires. Espaces vectoriels

18.1 Systémes linéaires

18.1.1 Systéme n x p

1. En plus de systéme 2x2, on doigrésoudre des systemes 3x3 oux p. Exemple :
< +4 +7 =p
Chercher s'il existe ; ; 2R 2 +5 +8 =9 . (Réponse parfoisouip=q=r=0;
3 +6 +9 =7
parfoisnon:p=1; g=r=0etL;+ L3z 2L
8

ayXy + apXo + i+ apXp = by

N . Ap1X1 + ApoXp + 1+ AppXp =
2. Un systéme linéaire den lignes, p colonnes (S) s'écrit : 2171 T @2272 T 20%p = o

An1X1 + AnaXp + i+ AppXp = by
(a; etant le terme lignei, colonnej)

18.1.2 Résolution par la méthode du "pivot de Gauss"

1. Opérations élémentaires sur un systéme linéaire
Il y a 3 opérations élémentaires sur les lignes; aprés, on ébmt un systéme équivalent voici :

1) Permuter Ligne i et Ligne j; noté L;! Lj;

2) Remplacer Ligne i par k: Ligne i, k60 ; noté L; kiLj;

3) Enn remplacer L par Li+ :Lj,j6i; noté L Li+ :Lj.

(Voir que 3) aussi est une équivalence : le retour étartt; L; L iv)
Note :
Les opérations élémentaires sur les colonnesnt aussi permises; cela modi e juste les inconnues.
E +4 +7 =p g +4 +7 =0p;
2. L'exemple: 97?7 ; ; 2R: 2 +5 +8 =q ,9 ?;; 2R 3 6 =q 2p
3 +6 +9 =71 ' 6 12 =r 3p
g +4 +7 =p
09 ? 2R: +2 = 2 _q La question devient : A quelles

> 3
' etenn 0=r 3p 2g+4p

conditions (C.N.S)) ; ; existent-ils dans le systemetquivalent échelonné nal ?

Réponse : si et seulement si la derniére ligne est vériée (@ent) : p 2q+r=0. Donc:

si par exemple p=1; gq=0; r =0, le systeme n'a pas de solution.
sip=r=1; q=2, le systtme a une solution; méme une in nitéune lettre arbitraire; ex : c.
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8 8
Xx+y 3z= 13 §x+y 3z= 13

. X+y 2z= 8 z=5 . .
3. Autre exemple: s xry+z=3 ' 3 y+72=29 avecL, Liq; Lz 2L1; Ls Ly
" x+2y 3z=5 ' y =18
5 x+y 3z= 13
y+7z=29 . . N
3 ;=5 avecL,$ Lz (etsionveutLy Lg+ Lo, .. pour avoir un systeme

y =18
totalement échelonné ; mais on voit déja qu'il est impossible)

4. Ecritures vectorielles et matricielles des systémes linéaires

T O 1 0 1
a1 aiz by
Dans E = R", notons' v = %a21§| Vo= %a22§ s % § = %% 2 R".
a a b,
I
Alors le systéeme général(S) s'écrit vectoriellement x1!: vyt xz': Vot it XFEZ Vp= b:

N | | I ! . . \ . .
On considérera (Q) |[X{:V1i+ X3:Vo+ i+ Xp:Vp = Ogn:| (aussi appelé systeme ou équation
(vectorielle) sans second membre "ESSM" associée (parfoisystéme homogéne associé").

On a aussi uneécriture matricielle (ci-dessous) et Ia"matrice augmentée”

0 10 1 0 1 0 0 0 , 1
aiin agin a;p X1 by 11 3 0 1 13 11 3 j 13

o ng _ %y2§ % 1 2§ % 8§ %; 1 2 8§

% o §%::: A Ex: @y ou 1 1 j3A°
an1il Al anp Xp b 1 2 3 5 1 2 3 |5

18.2 Espaces vectoriels

18.2.1 Dé nition

E estun esPace vectoriel suK | R ou C (K-e.v.) si E est muni de deux lois : | + et

+ interne : * u; v2E) u+vaEe et externe : 2K u2E=) :u?Z?2E

telles que : 1) (E; +) soit un groupe abélien [5 axiomes avec loi interne : ci-aprgs

avec également 2? !(u+!v):| !LIJ+ !v; ( + )!u: Pu+ !v;
(: ) u= [ "u] et 1°"u = u. [donc 5 autres avec loi externe.]

1) Les éléments deE sont appelés "vecteurs"; et ceux d&K = R ou C appelés scalaires.
2) Groupe abélien ou groupe commutatif | sllgnl e + estinterne et 3 axiomes; et comm.
Associative ; avec Neutre (forcément unlqueO +' 00: 00= |0 car 0 et' 0% neutres) ; tout élément
* U aun Symétrique (forcément unlqueu°+ u+u"="u"="u9Ynoté *u; enn Commutative.

Montrer qu'on peut simplier : "+ x = uH y ) 'x = y (en ajoutant 'u a gauche, etc.

I S R o
3)Dans (: )" u le ler . estla multiplication dansK; le 2eme est I'opération externe.

18.2.2 Propriétés

Ona: :'u:!O() ( =0 ou!u:!O) et ( )':u::(!u): (."u).
Démonstration 1) 0 u - 0 car (0+ )':u =!u ouQu+:u - 0+ 'ueton peut simpli er.
:!O:!O car :!(O+!u)::'u::'u+!0; etc. de méme.
Inversement Si | u =! 0 avec 60, estinversible R ou C), E:(.‘I u)= 1'I:O ou (l: )':u =! 0
ou tu ! 0 ouenn 'u ! 0. [Divers axiomes utilisés.]

!
2)[ + ]:u =0:u = 0, donc... ( )':u = (.'I u); et lautre analogue.
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18.2.3 Exemples

1. E = R? est un espace vectoriel sSUK = R. Les deux opérations :

I X I X + :
‘u vy 2:!u+!v X1+ X2 et ."u:: X1 _Xl
Y1 y2 Y1t y2 Y1 Y
De mémeE = R®e.v. surR |E = R" est unR espace vectorieln > 1, surtout n=2;n = 3. ‘
Remarque :

Pourn=1, E = Restune.v. surKk = R. (On ne met pas de éche sur les éléments dg : :x )

| I
2. |[E =T 0gestune.v. surR.| C'est le plus petit car tout e.v. contient 0, neutre pour +.

Z1 + 2z, (interne)

3. \E = Cestune.v. surkK = R.\ Opérations : 2. 2 R (externe)

Z1 + 2z, (interne)
:z; 2 C (externe)
Nous verrons queE = C est un R-e.v. de dimension 2; par contre urC-e.v. de dimension 1.

4.|E = Cestune.v. surk = C.| Opérations :

5. ‘F (I; R) oul =[0;1] par exemple, est unrk e.v.‘ Bien retenir les exemples 1 et 5.
!

] . . I R
u+ v correspond af + g (sin + exp par exemple) : u correspond a :f

Dans ce style

R[x] est un R e.v. (addition P + Q; loi externe :P ) : e.v. des polynémes a coe . réels
CI[x] est un espace vectoriel suR; et aussi un e.v. surC.

De mémeR(x) est un R e.v. : e.v. des fractions rationnelles a coe . réels

6. |F(N;C) ensemble des suites a termes complexes est Gre.v.

|

Loi interne’ u + v : addition de suites(up) +(vp) (0 estici la suite nulle ! )
. | . .

Loi externe : u : :(up) (utile au ch. suivant avec 2 C).

18.2.4 Combinaisons linéaires

Soit(uj)iz; une famille ge vecteurs oul estici un ensemble d'indices
1. Dé nition Une combinaison linéaire deg u i) est un vecteur (ou bien un élément de I'espace
vectoriel) s'écrivant 1u1+ i+ U, pour un nombre ni de coe cients non nuls.

2. Exemples
Dans E = C espace vectoriel suR, (R-e.v.), tout complexe est combinaison linéaire de 1 4t
822 C; 9x; y 2 Rtels que z= x:1+ y:i.

Dans E = R[x] espace vectoriel suR, une combinaison linéaire de (X)non €st un polynéme;
[Tandis que 1+x+x 2+ ... sans s'arréter n'est pasun polyndme : on dit une série.]

Comme la famille (x"),2n permet d'obtenir tout R[x], par combinaisons linéaires, on dit qu'elle est
"génératrice"; on s'intéressera aux familles génératriceles plus petites possibles.

3. Résumé : les "combinaisons linéaires " combinent les 2 apéions de l'e.v.; elles sont essentielles.

18.3 Sous espaces vectoriels

18.3.1 Dé nition

SoitE unev.surK (RouC) et E; E. Ejestunsouse.v.de& si:

1) + estinterne dansgE; 2) 8 2 K", uz2Ekq: Yuz2 E1 3) E; lui-méme espace vectoriel suK:
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|
. Remarquons que T 0g et E sontdeux sous espaces de E.

| |
. Un sous e.v. est jamais vide : contient au moins le neutre " 0 de E ! (car du = 0)

18.3.2 Caractérisations pour E; E

N Op

I
| 'E16; [Co'ntientl'o:]
'u;v2|E1:)'u+|'v2E1,
8 2K;u2E;: u2k;

[
E1 6 ; [en pratiqgue contient ~ 0.]

E, sous e.v. deE ,
! 82K;!u|',v2E1::|u+!v2E1:

Démonstration de la premiere équivalence. =) est clair.

( = : Déja (E1,+) sous-groupe abélien i par ex, I'assolciativité est vrai@lans E; car vraie dansk ! etc.
Puis, par exemple, I'égalité: :(u + v)= : u+ v estvraie dansE; car vraie dansk ! ...

Utilisations 1) Montrons que C* ([0; 1];R) est un espace vectoriel SuR.

On va montrer que c'est un sous espace d'un espace connu; i& B = F ([0; 1];R), avec la premiére :
La fonction nulle estC? ; puis sif, gsontC! ;f + gaussi:enn8 2 R; :f estaussiC! del dansR.

2) Soit E1 et E» deux sous espaces de ; montrons queE1\ E» est un sous espace.

|
Avec la deuxiélmel cette fois : * 0 I2 E1\ E» (dans chacun car sous espaces); domlg \ E» non vide;
puissi 2K,u;v 2E1\ Ep; - u+ v 2E;;2 Ey; (car sous espaces encore; donc2)E;\ Ej:

Remarque | Plus généralement si(Ej)i2, est une famille de sous espaces, E; est un sous espace

18.3.3 Exemples de sous espaces vectoriels

|
1. Dans R" e.v. surR, sl ueé o, Ru=f: u; 2 Rgestun sous e.v. appelé droite vectoriellg.

Preuve avec une caractérisation. | |
En fait cet exemple a lieu dans tout esQacE (sur R) ou on peut trouver u 6 0.

Dessin : Un point O symbolise le_vectelr O ; alors R:u est représenté par une droite de vecteurs

n 1
U 1

N
Il ©

X
2. DansR®e.wv.surR| = ‘“u @yA a:xx + biy+ c:z=0; (a;b;9 6 (0;0; 0) est un plan vectoriel.
; . ;

Remarques
On peut encore voir ceci avec une caractérisation.

!
Un sous e.v. contient toujoursf 0g donc (...): 2x 3y+ z=4 n'est pasun sous e.v. deR?;
c'estun planane !

DansE e.v. surR, soit !( Ui)i21 une famille (non vide) de vecteurs; alors
L'ensemble des combinaisons linéaires d€si i) est un sous e.v. deE ;
c'est le plus petit sous espace (pour ) contenant les'(u;):

On l'appelle : sous e.v. engendré par les (* uj); on le note : Vect( * uj)iz;.

3. Théoréme:

Démonstration [en 1lére lecture, supposer que la famille a 3 vecteurs.]

! I ! o s I .
1) On al 0 =0:uy; donc O estl combllnalslon linéaire desu; (donc ensemble non vide) !
Puis s1 x; y sont comb.lin. desuj, : x ¥ y aussi (idem) ! Ainsi, I'ensemble des colmbinaisons
linéaires, noté iciV, est un sous espace dE par une caractérisation; et il contient lesuj.

| . . , . . .,
2) Inversement, tout sous e.v. contenant lesu i, doit contenir (cf. déf.) chaque combinaison linéaire
desu; ; donc doit contenir V. Donc c'est facile mais trés important !

!
Exemple : droite vectorielle avetu 6 0. On la notera maintenant : Vec{( u)=f ! u; 2Rg.
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18.4 Exemples traités
18.4.1 1ler exemple : dans R3
0—% 0—% 60—
| L | 4 | !
.| DansR® e.v. surR, montrer que le sous e.v. engendré pau @2A ; v @A  @gA
1. Enoncé

3 6 9
\% ec{( u", % !; w) = V est un plan vectoriel dont on donnera une équation cartésiare.

. ., e ] ]
V est I'ensemble des combinaisons linéaires oes vecteurs s'écrivant” u+ v+ w; ; ; 2 R.
Onamis ; ; (au lieu de ; ;

moins simple); maisx;y;z n'était pas ici une bonne notation
01
X

Oxl

2. Résolution Notons : @yA '[x si I'on veut] un vecteur général deV. Ona' x @A 2V

0 1% 0.1 g ‘
X 7 < +4 +7
5 9;; 2R:@A= @A+ @A+ :@A()9 ;: 2R: 2 +5 +8
z 3 6 9 3 +6 +9

Attention
Ici, ce sont ; ;

on met ;

01 01
1 4

X
Z

les inconnues , dont on ne veut que l'existence I Aussi:
; a gauche.x; y; z jouent le rble de paramétres décrivant le sous e.W, en entier.

Donc : !x2V09
8

< +4 +

|
Do : W= X
A 0
7 X; 2
9:: 2R: 3 6 =y 2 ,9
- - - >
z 3X

_ +4 +7

et +2—2X y
6 12 =

2y +4x

existent-ils pour que le systéme

" etpour nir 0=z 3x
La question est alors : A quelles conditions (C.N.S.); ;
équivalent nal soit satisfait ? Si et seulement si la derniere ligne esvéri ée (évident). Donc
8 01
X

9
<

V='"x@A:x 2y+z=0 :
. Z 1

X 2y+2=0 est une équation cartésienne cherchée.

L o : < s .
3. Remarques  On peut vérier que’ u; v’ w satisfont a I'équation deV !

Enn, en sens inverse, ayant une équation dé&/, comment en trouver un systéme générateur ?
Voici a partir de : X

2

2y+z=0:
0 1 0 1
X X = X

Ona@A2v) @ y=y A [3lettres, 1 équation;|donc 2 degrésde liberté"] D'ou:
01 2 01 % £*?%1

X X 1 0 | | |
@A2V, @A=x@0A+y@A=xa+yb. V=Vecla: b):autre systéme générateur

z z 1

18.4.2 2eme exemple : dans R[x] e.v. sur R
Déja, on voit que : R[x] = V eci(l:x;x?;
et on note :

caxon) les L
Vec(1; x;x2;:::;x") = Ry[x]| le sous e.v. des polynémes de de n.
Attention d’(0)= 1 . Et les polynémes de degré 0 sont les constantes non nulles

L'ensemble des polyndmesle degré exactement 2 : non sous e.v.

signiant k 2 N (on ne s'arréte pas)

|
: ne contient pasO; etc.
De méme,le complémentaire d'un sous e.v. est jamais un sous e.v.

I
ne contient pas 0.
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18.5 Somme de sous espaces vectoriels

1. Rappel a bien revoir: L'intersection de 2 sous e.v. est un sous e.v. (donc jamais vide)

. A . ., | 1
2. Mais la réunion de 2 sous e.v. n'est pas (en général) un sous e.v. : DansR? si { 0 et

' 2 valors: R:{[R:| (ou Vecl{)[ Vecl|)) non sousev.car {+ | 62Veck {);

! { + | 62v eck | ); dou’ { + | 62V eck 01 Veck | ). Dessin? On va remédier a ce défaut.

18.5.1 Somme de 2 sous e.v.

On appelle somme de 2 sous e.¥1;E,, deE : E;+ Eo = {‘ X1 4 X 2", Xi 2 Ejg
1. Dé nition Alors : E1 + E» est un sous e.v. deE ; c'est le plus petit contenant E; et Eo:
[On aurait donc pu le noterVec(E; [ E>»)]

Démonstration
E,+ E, sous e.v. facile avec une caractérisation ; contierf (ch0|3|r X o= O) et E». Inversement
Tout sous e.v. contenantE, et E, doit contenir E; + E, (clair si on a assimilé les dé nitions).

2. Exemple danskE = R®

!
Soit Eq = Veci(u)z d:u;! u 0 et Ep= Vec{(v)z d:v,! v_non colinéaire & u .

Ici E;+ E2=Vecku)+Vec{(v)=Vecl(u",v)zf."u+ ."vg= 6 R3. Dessin ?

soitE;+ Eo  E (comme dans l'exemple)

3. En general, ily a 2 cas soit E; + E» = E  (ce que l'on souhaite)

Dé nition

L'égalité E = E; + E, signie exactementE E; + E» (car réciproque évidente), donc que
Tout vecteur x de E a au moinsune ecrlt'ure OLll décomposition du typex 1+ X2 ; X 2 E;j
Bx 2 E; §x12 El, X, 2 E> tels quex = X1+ X,. Onditque E est somme dez; et E:

18.5.2 Somme directe

Maintenant on s'intéresse au cas ou tout vecteur d& a au plusune écriture surkEj; E».

I
Notons O le vecteur nul deE. Les deux a rmations suivantes sont équivalentes
1) Tout vecteur de E a au plus une écriture surEl + E» |

1. Propriété
E— 2) 0 a une unique écriture surE; + Eo, a sav0|r 0(2E)="0(E1)+ 0(2E))
Dans ce cas on dit que la somme est direcit on note E; E» au lieu deE1 + E»:
Démonstration

| |
1) =) 2)clair. [Au passage, gZ) estI I'implilcationI ! x 1 |+! X2= 0 =) ' x 1 = x 2= 0]

2) =) 1) Supposons que " X = X1+ X2= Y1+ yor " Xiyyi2 B
Avec I'hypothése 2}, on doit montrer que X ; = y.
On a par di érence : ° O:txl !y1)+(x2 !yz); donc':xi:!yi:

I
2. Remarque importante On al'équivalence : |E; et E; en somme directe) E;\ E,=f0g:
Démonstration | | R
pemonstration
=) SOIt u 2 El\ E2 ona 0=u +( u) uz2Ekq; " u2Ey; Ihypothesefournlt 0.
(= SO|f 0= 1+ u2', u 1 2 Ell, us 2 Es. Avec I'hypothéseE1\ E, = f 0g, nous devons v0|r
que uiq = u,= 0. Or Uui= " Uy, note t sil'on veut, est a la fois dansE; et E» donc 0!

| | ! .
Exemples Siu E;\ Ep,avecu 6 0, E; et E» ne sont pas en somme directe !
Deux droites vectorielles sont : soit confondues, soit en same directe !
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3. ‘ Question piége{ Peut-on trouver 2 sous espaceEq; E, avec: E;+ E, 6 E; E,?

Réponse :
Si E; et E» ne sont pas en somme directe, la notatiofe; E, est interdite : question insensée

Et si E; et E» sont en somme directe, la notationE; E» désigne le méme sous espagee
E1+ E, : elle est simplement plus précise. Il y a donc toujours égadi ici.

18.5.3 Sous e.v. supplémentaires

Etant donnés 2 sous e.vE; et E;, on souhaite que :

(1) au moins

(2) et au plus une écriture (ou décomposition) du typ{ax 1+! X 2;! Xi 2 Ej

Tout vecteurl X deE ait
() estnoté: E=E;+ E» (2) estnoté: E1+ Eo= E;  E».
1. Dé nition

Quand E=E;+ E, et E;+E>;=E; E, sontvériégs,onnote: E=E; Ej:

On dit que : les sous e.v. sont supplémentaires,
ou que : E est somme directe de E; et Ey;
ou que : E, est un supplémentaire de Ej:

2. Remarques
Ne pas confondre "supplémentaire" avec complémentaire.

|
Le complémentaire d'un sous e.v. est jamaisin sous e.v. Pourquoi 7car ne contient pas 0].

3. Exemples de sous e.v. supplémentaires

I I
Aisément |[E=E f 0g=1f0g E| avaorr.

01 01 01

| | 1| 0 | 0

DansE = R, si = Vecl{:|): ol { = @A | =@A e = Rk oi k = @A,
0 0 1

0 Xl 0 Xl 0 Ol
alors C'est l'unique I'écriture : @yA = @yA + @A .
z 0 z

e . U
Généralisation du precédent, dansR® encore, en prenant 2 vecteurs noln colinéaires; v et
E,= = R:w, w non située dans le plan vectorieE; = = V ec{( u; v).

E=R’=E; E \E= Autre supplémentaire E2?

Soit E = F(R;R) I'espace vectoriel surKk = R connu.

Posons E1 = P(R;R); E> = | (R;R), sous ensembles des applications paires et impaires.

Alors E; et E, sont des sous e.v. (facile); et on avu quéF (R;R) = P(R;R) I (R; R):‘

ee+eX N e e
2 2

[Aussi . SIiE = F(R;C) espace vectoriel suK = R; alors E = F(R;R) F (R;i:R) !

Ex.: €% = cogx)+ i:sin (x).]

= ch(x) + sh(x).

C'est ainsi que : € =
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Exercices : Systemes linéaires. Espaces vectoriels PTSI

B

o1

o

\‘

. Résoudre avec le pivot de Gauss :

Xx+y 3z= 13

x+y 2z= 8
X 2X+y+z=3 '

Xx+2y 3z=5

8

< AX+2y+6z+t=1
puis x+y+2z+0it= 1

T 2X+2y+5z+t=1

. Dénitonde E ewv.? de E;souse.v.? etrappel des 2 caractérisations de sous e.v.

Re-prouver que: C! ([0;1];R) estun e.v. etque: Ei;E, sous e.v. deE ) Ej\ E, aussi.

| N . . o, L1l .
. DansR?3, les vecteurs a , puis b, sont-ils combinaisons linéaires deu; v;w ou:

U 1 U 1 U 1 U 1 U 1
2 3 5 1, 7

| | | | : . | |
tu=@1A v =@A!w=@1Aa =@A" b =@ 0 A2 Conclusion surVeclu® viw) ?
5 0 5 0 10
0101
1 1
(a) Dans R® donner une équation cartésienne de= V ec(@1A ; @2A). Puis un supplémentaire
1 3
(b) En sens inverse, partant d'une équation de [x 2y + z = 0] choisissant les lettresx;z arbi-
traires, donner une autre famille génératrice naturelle a Zecteurs. Donner une 3éme famille
génératrice a 3 vecteurs; une 4éme avec une in nité de vecteu Laquelle est intéressante ?

(@) Montrer que C°(I; R) est un espace vectoriel suR, | =[0; 1] [ou plus généralement un intervalle
de longueuré 0 de R] comme sous e.vd'un espace connu.

(b) Citer un sous e.v. strictement inclus dansC’(l; R) et contenant strictement le sous-e.v. des
applications polyndmiales identi é a R[x]. Que dire deV ec{(l;x;x?) ?

() Indiquer un espace vectoriel contenant les fonctionscoqpx); sin(gx); p2 N; g2 N .
Montrer que sin3(x) s'écrit en combinaison linéairede sin(qx); q=1;2;3:
(plus tard, ch.30 ) avec les développements limités erx =0 e ectués a l'ordre 3.

(b) (Hors progr. ) Idem avecch?(x) en combinaison linéaire dech(px); p=10;1;2.
avec des équivalents er 1 et, plus tard, avec les développements limités efi a I'ordre 2.

. SoientE; des sous e.v. d'un e.vE. Montrer que :

(@ (E1\ E2)+(E1\ E3) E1\ (Ex+ E3). Cas dinclusion stricte? SiE, E1 montrer |'égalité.
(b) E1+(E2\ E3) (E1+ E2)\ (E1+ E3). Idem et égalité si E; Eo.

(c) (E2 Esz; Ei1\ Ex=E1\ Ez; E1+ Ezx=E1+ E3)=) Ez= Es.

(d) (E1 Es; Ex Eg4 E3\ Esz= i 09, Ex+ Ex2=E3z+ E4)=) (E1= Es; E2= Ey):

(e) Enn: (E1\ E2)+(E1\ E3)= E1\ [E2+(E1\ E3)].

(a) Montrer sur un exemple que la réunion de 2 sous e.v. nepas, en général, un sous e.v.
(ceci est traité dans le cours).

(b) Si E1 et E» sont des sous e.v. d&, montrer : (E1 [ E» sous e.v.), l'uninclus dans l'autre.




Chapitre 19

Espaces vectoriels de dimension nie

19.1 Bases

19.1.1 Famille génératrice

: ] : . ,
La famille de vecteurs( u;)i2; est dite génératrice [sous entendu deut l'espace]
Dé nition si elle engendre donc tout'espace, ou bien si .Vecl( u;)= E ou encore si:
Tout vecteur de E a au moinsune écriture en combinaison linéaire desu ;:

Exemples
1) On convient que; engendreE = f 0g.

2) ‘ Un vecteur non nul sut [on en prend le moins possible] pourengendrer une droite vectorielle

3) DansE = C, e.v. surR, la famille (1;i) est génératrice.

|
4) DansR?, e.v. surR, la famille { | k est génératrice.

5) | Dans R[], e.v. des polyndmes, la famille in nie (1,x,5;:::) est génératrice

(Attention : il n'y a qu'un nombre ni de coe cients non nuls d ans une combinaison linéaire).

6) Dans Ra[x]=Vect(1,x,x %) sous e.v. des polynémes de degré au plus 2,x,x> est une partie (famille

est plus général car permet les répétitions) génératrice. Ekercice : (1,x 1,(x 1)?) en est une autre]

19.1.2 Famille libre

La famllle de vecteurS( uj)i2) est dite libre si on a l'implication
. I L, .
Dé nition U+ o+ p up=0 —) 1=:= p=0. Ce qw est : des queO a une écriture
|
en combinaison linéaire desu i, c'est I'écriture banale: 0 = O ujp+ O Up+ i+ 0:up:

On a équivalence entre :
Propriété 1) 0 admet seulement I'écriture banale précédente sur Fea c'est-a-dire : famllle libre
2) et Tout vecteur de E a au plusune écriture en combinaison linéaire desu,

Démonstration
|
2) =) 1) est un cas particulier car 0 admet toujours I'écriture banale signalée.

S , ! ! ! !
1)=) 2):Toutestla'! Sondoncxlz 1u1+:::+ p:Up = 1"u1+:::+ q: U -
thtearajoutpr des termes nuls, on a’:x = £ Up 4 e = giug+ it U
Par diérence : 0 =( 1 1)u1+: +( r)ur,etausslo Ou1+0 U+ ::+0:u,.

L'hypothése donne donc que Kk =0; 8k; ce que I'on voulait.

127
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On montre qu'une famille est "libre" grace au critére technique 1)  qui est la dé nition.

Mais 2) donne le sens de "famille libre".

Le contraire de famille génératrice est "famille non généatrice"! de famille libre est "famille liée".
[Le vocabulaire va étre maintenant éclairé : "libre" = sans rdation en combinaison linéaire].

Exemples
1) On convient que; est libre.

I
2) Pour un vecteur : !( u) libre ( 'ueo. [& bien vaoir].

1 - . L , .
3) Pour deux vecteurs :‘ u; v libres() non collnealresl [cas particulier de I'exemple suivant]

4) Pour p > 2 vecteurs :

Tu 1", uo; L p hon libres (ou lies)()  'un (au moins) est comb. linéaire des autres (au moins un lie)
Déemonstration |

(= Clair:siu; = az!:u2+ i+ a,D!:uIO alors i:ul ag!:u? ::: ap!:up:' 0. Terminé.

=) Sion a(b;:::by) 6 (0;0;::;0) avec bll uq+ o+ bg up =" 0, supposons par exempldy 6 O ; alors

= —1(62u2+ L bp!:up). Terminé.

by

5) Pour une famille in nie :

La dé nition dit que !( Ui)io| est libre si toute sous-famille nie est libre.
Ainsi un cas essentiel est Dans R[x] la famille (x¥):k 2 N est libre.

19.1.3 Bases

1. Dé nition
K | . . , . . . .
Une famille*(u ;) de vecteurs deE est une base si elle est libre et génératrice. CeI qui veut dire
Tout vecteur x de E a uneet une seuleécriture en combinaison linéairedes' (u ).

2. [Eremples

1) E = f 0g admet pour base la partie vide ;.

2) Une droite vectorielle admet pour base n'importe quel vecteur non nul de .

01 01 01 0 1
| 1 | 0, 0 | X
3) DansE = R3 ev.surR:* { @A | @A k QoA s'appelle "base canonique” Si x @yA |
| 0 0 1 z
ona x = x { + y': | +z:k: Idem avecR" e.v. surR.

4) DanskE = C, e.v. surK = R : (1;i) est une base. i{ 1) en est une autre. (;j) en est une
3éme : exercice. [Mais dansE = C, ewv.surK = C, 1l eti sontliés ! i=i:1alire: v = : u]

5) Dans R[X] e.v. surR, la famille in nie (1,x,x %;:::) est une base. Ecriture du polyndmeP sur la

X pK
famille : P(x) = K
06 k6 n '

.CarP(x)= ap+ ap:x + =i+ an:x"; PK(x)= kl:ag + x(polynome). P& (0) = kl:a, : ni.
. On généralise avec les ((@)*;k 2 N) autre base : formule de Taylor pour les polyndmesh26.

(O)xk, n> d°(P) : formule de Mac-Laurin pour les polynémesch26.

3. [Note| DansR®, on a une base a 3 vecteurs Dans R[X], une base avec une in nité de vecteurs

Et C (a;b;R) ( P(a;b;R) ( F(a;b;R) sont de trés gros e.vsur R dont on ne connait pas
de base et contiennent en particulier les fonctions polynéiales R[x] et la famille libre (x 7! X")non
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19.2 Théoremes fondamentaux en dimension nie

19.2.1 Théoreme de la dimension

Dé nition ‘Un espace vectorieE est dit de "dimension nie" s'il posséde une famille génératice nie

Théoréme

Soit G une famille génératrice nie etL une famille libre; alorsL est nieet jLj 6 jGj D'ou:
Si on a une base @ éléments, toute autre base a éléments; ce hombre commun est appeldimygE
Démonstration

1) =) 2) La déduction : Soit B une base an éléments etB' une autre base.
Alors BY (libre) est nie de cardinal jB°j6jBj; puis on permutte les roles !

1) En complément () Par récurrence surp, on montre le :

Lemme (de I'échange) : Si une famille g vecteurs génére une IfamiIIeF ap+1 vecteurs, aI9rsF est liée.
Le casp=0 : cas ou; engendre le vecteur de- ; qui est don¢ 0. Toute famille contenant 0 est liée.
Passage du ca:p 1 au casp (Ies notations étant plus commodes) :

Soit (gl O2; i ,gp) qui génere u1;:iUps1 UNE famllle F de cardinalp+1; montronls queF est liée.

Dans une écriture desu i en comblnalson Imealre desgJ , SUpposons un coe cient surg; non nul.

(§| tousl les coe cients slont nulls (gz Os; ,gp) géneére tous lesu  ; I'hypothése de récurrence donne
"Ug;:iup lige; donc u 1;:u pi1 liée car une sur-famille d'une famille liée est liée : exere).

I o p . .

Supposons doncu p+1 I— 1 Lt i+ i+ iy, 160 alors, par opérations €lémentaites, on arrive
a:u; 1 Up+1; Up  pUp+r g€NErés par(gy; 0s; i gp) ; donc liés par Ihypothése de récurrence.
9 1, p nontousnuls 1(U1 2Upa)+ i+ pgup pUpt1)="0

Si 160 (par exemple) u, est comblnalson linéaire deu 2, Ups+1;  CE qui termine le lemme.

Puis de toute famille de cardinal> j G j+1, on choisit une sous famille § G j+1 vecteurs, liée grace
au lemme. On nit avec la propriété facile : toute sur-famille d'une famille liée est liée.

Exemples [Bien savoir les encadrés]
PN . .
1) f 0g est de dimension 0.

2) Dé nitions : une droite vectorielle est un e.v. de dimensbn 1; un plan vectoriel de dimension 2.

3)|E = R" est un e.v. surR de dimensionn. | Par exempleE = R®.

4)|E = R[x] est un R-e.v. de dimension in nie, de base {; x;x?;:::).

5) ‘ E = Vect(q;x;::x") noté Ry[x] est un e.v. de dimension nie :n+1. ‘

19.2.2 Théoréme de la base incomplete ( ) existence d'une base "en dim. nie")

1) Si G est génératrice nie etL libre (doncjLj 6 jG )), alors on peut compléterL par
On a certains vecteurs deG de facon a obtenir une base dé&:
2) En particulier, avecL = ; : De toute famille génératrice nie, on peut extraire une bag.
Démonstration

1) =) 2) est clair (cas patrticulier).
1) En complement ().

|
Soit (Il,::" lp) libre et (91 92',.. gq) qeneratnce §|gl combinaison linéaire de(Il,:::' lp), on passe a

| |
* gp; Sinon, on remplace(ll,:::' lp) par (11;::5 155 g1) libre aussi, aisément. On continue ceci jusqu!agq
On obtient une famille libre qui généere chaquegy ; donc génératrice de tout I'espace : c'est une base.

Exemple: E = C estunR e.v. de basg(1;i) ; donc| dimgC=2. | (1;]) est une autre base...

Par contre E = C est un e.v. surK = C de dimension 1 | dikC=1:
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19.3 Conséquences fondamentales

19.3.1 Sur les bases (E de dim. nie, i.e. ayant une famille génératrice nie)

On a: 1) E admet au moins une base et toutes les bases ont méme cardinaimg E = n:
2) Toute famille libre a au plus n vecteurs ettoute famille libre de n vecteurs est une base.
3) Toute famille gén. a au moinsn vecteurs ettoute famille gén. den vecteurs est une base.

Démonstration
2) b) Soit L libre de cardinal n = dimgE. Pour avoir une base, on peut la compléter (Théoréme 2)
forcément par 0 vecteur vu que toutes les bases ont vecteurs (Théoréme 1).

3) b) Soit G génératrice den = dimgE vecteurs; on peut en extraire une base (Théoréme 2) forcénten
en prenant tous les vecteurs vu que toutes les bases amtvecteurs (Théoreme 1).

19.3.2 Sur les supplémentaires

Soit E de dimensionn. Alors : 1) Tout sous e.v. E; est de dimension niep avec: 06 p6 n.
2) E; admet au moins un supplémentaire et tout supplémentaire estie dimension : n  p:

Démonstration
1) Les familles Ilbres de E1 sont libres deE ; donc ont au plusn vecteurs. Soitp leur nombre maximun

de vecteurs et d} 213 Ip) une famille libre de E; ; voyons qu'elle est generatrlce dé&;y : SI X 2 Ei
ona: (x l1;::5 1) est liée (par déf. dep). 9 o; 1;:: p non tous nuls : o.x + i+ iy = 0.
|

] ! ! .
060 sinontousles y nuls ! Alors x = —:( 1:lp + 2+ pilp). Fini.
0

2) Complétons la famille I|bre des Ik par certalns vecteurs d'une basee(l en) de E, de facon a avoir
une nouvelle base dé : (Il,. Ip, €p+1;i en) par exemple.
Voyons queE, = Vecl( ep+il Vo en) est un sous e.v. (évident) supplementalraje Ei:
E=E;+ E>: comme(ll,. Ip, ep+1,. ‘€n) est génératrice deE, tout vecteur X de E a au moins
une écriture en comb lin. de(ll N Ip', ep+1 o en] d'ou au moms une ecrlture X = x1+ x2, Xk 2 Ek.
!Somme!directe Sonx 2 El\ E>. Alors x = 1. I} + | pilp = p+1 tepey it nlen ; donc
0= glg+:+ iy p+1 S€pe1 nen (Il,. Ip',ep+1;...en)llbre) k=0:Ix=0.
Mais a ce stade, il reste une questionon a trouvé un supplémentaireE, de dimensionn p.

Un autre supplémentaire ES aurait-il la méme dimension? Oui : ceci résulte de la proprié :

Avec dim(E1) dim(E2) nies (pas forcémentE) on a : dim(E1 + E2) 6 dim(Eq)+ dim ( E»).
Et: Si E; et E, sont de plus en somme directealors : dim(E;1 E)=dim( E1)+dim( E»).

Caravecelle: ayantE; E»= E; ES (= E ici) et dimensions nies; on a : dim(E2)=dim( Eg).
Maintenant montrons la prcl)priétéI : | |
En juxtaposant une base (U 1;::up) de E1 et(vq;:vq) de Ez, on a une famille génératricede
E.1+ Eo. Doncdim(E1+ E2) 6 p+ g. (Attention : on n'a pas dit ici que El + E, était egal aE J)

Dans le cas particulier de la somme directen juxtaposant une basé (J 1, Up) de El et (v 1,V q)
de Eo, onaune base deEl E2 "Libres" : si 1' ujp+ p' Up+ 1 Vit oo+ q vq— O,lalors
I
1'.u1+ - p-U =t = [ 1-V1+ i+ q_vq]z E.1\ E,. "En somme directe" donnet = 0;

puis(u;) libres (v ;) libres donne : tous les coe cients nuls; lesp+ g vecteurs forment une base.

2 sous e.v. ersomme directe non supplémentaires ? 2 droites vectorielles distinctes deR®!

19.3.3 Des remarques

1) ‘ SiEq est un sous e.v. d&E et dim(E1)=dim( E) nie , alorsE = Els‘

Non vrai, en dimension in nie : E; = Vec(1,x?x*x% 1) ( E = R[x] en estun contre-exemple.



19.4. UTILISATION 131

Preuve en dim. nie : Une baseB; de E; est une partie libre deE de cardinal dim(E1)=dim( E)
nie, donc une base deE, d'aprés une "conséquence fondamentale”. Dongé VeciB1) = E;.

I
2) ‘ Les sous e.v. d€ = R3 sont selon la dimensiod f 0g, les droites vectorielles, les plans vectoriels
! I
et R® en entier. (Etbiensior: R®=R3 f 0g=f0g Rd. [Clair avec 1).]

3) La derniere propriété vue se généralise [on ne le démontpas. cf Exercices (*)] :

Dans un e.v.E de dimension quelconque dt4; E» sont des sous e.v. de dim. nie,
Ei1+ E, aussi et dimE1 + E») = dim(E;) + dim( Ez) dim(Ep\ E») : Formule de Grassman

Qui contient : dim(E; + Ez) 6 dim(Eq)+dim (E2) et dim(E; Ej) = dim( E1)+dim( Ey).

4) En dim. in nie mais avec une base: R[x] = Vec{x"; n2 N) = Vec(x®; p2 N) Vec(x®*:p2N).

19.4 Utilisation

19.4.1 Exemple dans R* muni de la base canonique
01 01

X X
N y§. o =%y§. X 2y+z— %"ﬁ %{&
Soit U f%z X 2y+z=0g; V=fF K X y+z -0 % W = Vect(k ).
t t

Questions: U sous e.v. ?2dim(U) ? etV ? V et W supplémentaires ? _Solution:

01 0 1
X X=2y z
| |
1) Au lieu de : "U sous e.v. par caractérisation" _écrivons %leﬁ 2U, % BZIZ:E = y': +Z: + 1|
| t tarb
(notatlons clalres) doncU Veck ;1) sous e.v on a (aussi) une famille gén. a 3 vecteurs !
Puis y + z +t | = 0) 2y z=0;y=0;z=0;t=0 : libre; donc base deU ; dim(U)=3.
2) De manlere analogue avec les éd.1; L, L1 (pivot de Gaus9, trouver :
e
V= Vect( + | ) sous e.v et ces 2 vecteury ; + | ) non colinéaires : donadim(V) =2.
! ! ! ! ! ! ! !
3)Enn,si'u = a +b( f1)=ék+d1 2V\ W, onrésouta: +b{ +1) &k d:l =0
.. eton trouve * "0. DonconaV W cesous espace estde dim. 2+2. Forcémekt W = R*
19.4.2 Démonstration du Th. sur les suites : Un+2 = @lUn+y + bity; @2 C;b2 C (Rp)

En complément , avec le langage des espaces vectoriels. En 4 étapes :

1) On sait (ou on voit) que E = F(N; C), ensemble des suites a termes complexes, est Gre.v. On
véri e aisément que E; ensemble des suites a termes complexes véri afRg) est un sous e. v. deE.

2) De dimension 2 (en exhibant une base) Soit ( ) vériant Rg de conditions initiales ¢=1; ;1 =0;
( n) de conditions initiales ¢=0; ; =1. Alors, si (u,) vériant Rg, on a d'une et d'une seule fagon :
(un) = ug:( n)+ ug( n). (Unicité facile. Existence : bien comprendre l'indice 2 agcRg ...)

3) On cherche une autre base plus commodavec les suites faciles du typér") vériant Ro, r 60 : on

tombe exactement sur:r? = a:rr+ b; d'oti sia?+4:b6 0, on a deux suitesr; rJ non proportionnelles
vériant Rp : une (autre) base deE;. Une suite (un) Vériant Rg s'écritdonc (up) = : (ri)+ : (r3):

4) Dans le cas ota® +4:b=0 en terme d'espace vectoriel, on a un "vecteur" (commode) nonul de E;,
c'est-a-dire la suite géométrique (xn) = (rp), mais notre espace est de dimension 2. Heureusement,
on constate que la suite(y,) = (nirg) vérie Ro et n'est pas proportionnelle avec X,) [a bien voir :
Vo=0; y1=1irg; Y2 = 2:r§; ;2] donc autre baseet (up)= :(rg)+ :(nirg) dans ce cas-la. Fini.

Exemples| Suites : Up+2 =2Up+1  Up ? Puis: Up+2 =2:Up+1 Un +47? [dh = Up+r Up.]
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M+ Exercices : Espaces vectoriels de dimension nie PTSI

1. 80|t J; | deux ensembles d'indices [On peut les supposer nis en lére Iecture]

(u i)i23 est dite sous-famille de )i2; siJ | ; celle-ci étant une sur-famille de Uiiza.
(@) Que dire d'une sur-famille d'une famille génératrice ? Bis montrer :

(b) Qu'une sous-famille d'une famille libre est libre [ou ure sur-famille d'une famille liée est liée].

01 01 01 01 041 0.1
a | ] I

2. |DansE = R® [dim3]|: soif a@A  b@pA! c@ A, d@A' ¢ @A f @8A
0 0 c 3 6 m

I | I | I
(a) Les vecteur'sa'; b!; ¢’ d sont-ils libres ? Et e f ?2 Ef d!; e;f ? (selonm).
I

! I

(b) Les vecteurs e : f sont-ils générateurs (deR®)? Et dte:f 2 (cas m=9; m69).
|

(c) Vérier que : ! a; b!; c libres , ab:c60: [Commencer par ( ; puis) (*).]

3. ‘ Dans l'espace vectorieE = R[x] [dim + 1 ]‘(des polyndmes identi és aux fonctions polynémes)
(@) L'ensemble des polyndmes de degré exactemente®t-il un sous e.v.? tion! pourquoi ?]
(b) Comment sait-on de suite que R, [X], ensemble des polyndmes de degré au plos2 N, est un
sous e.v.? [En écrivant : Rn[x] = Vec(l;x;x?;::;x") 1] Base et dimension ?
Sia2 R, justier que ((x a)";O 6 k 6 n) est une autre base. [Libre de cardinal n + 1].
(c) Dans R[x], montrer que des polyndmesPg; P1;:::Pn, non nuls de degrés distincts sont libres
(d) Dans RJ[x], soit les polyndmes : Qo(X) =1; Q1(X) = x;:::; Qn(x) = x(x 1):(x n+1);::
[Rappel : un produit vide vaut 1]. Montrer qu'ils constituent une base in nie de R[x].
Vérierque Qn(x+1) Qn(X)= n:Qn 1(X). [" ( Qn)(x) = n:Qn 1(X) dérivation discréte"]

4. SoitE = C' (R;R) l'e.v. connu (sur R).
(@) Vérier que la famille (1; sin; cos; sin?; cos’) n'est pas libre [une relation de liaison].
(b) Montrer que la famille : (1; sin; cos; x 7! sin(2x); x 7! cog2x)) est libre. On écrira :
a:l + b:cogx) + c:sin(x) + d:cog2x) + e:sin(2x) = O; prendre x=0; =2; ; =2;
puis dériver et idem ... jusqu'a trouver tous les coe cients nuls.

(c) (* Hors "sup" mais facile.) Montrer que la famille (inni €) x 7! e*; 2R, est libre.
[Limite en 1 ; ou bien dériver et récurrence; ou changex enx + 1 et récurrence].

5. SiE1;E» sous e.v. en somme directe, montrer que :dim(E;y E») = dim(E1) + dim(E2) puis :
I
SiE e.v. de dimension_nie: E=E; Ez() Ej;\ Ex=f0getdim(E)= dim(E;)+ dim(E>)

6. Formule de Grassman dim(E1+ E») < +1 ,dim(E1 + E2) = dim(E1) + dm(E2) dim(E1\ E))
(a) Utilisation . dim(E)< +1 :E=E; E,( Ei+ Ey;=E etdim(E)= dim(E;)+ dim(E>)

(b) Démonstration : (*) Vérier que dim(Eq\ Ez)- r6 m|n (p g, p=dim(E1); g= dim(Ey).
SOI €& une base deE1\ E,, complétée parar+1 o ap pour avoir une base deE; et par

par br+1,::" by pour avoir une base deE,; ce qui faitr + p | r+q r=p+q r vectleurs
clairement generateurs d&eq + Eo. Montrer gu'ils sont libres. [si 0 = jik !iei + j!:a,- + b,

I I I
alors @ j; .e+ g = X = kkb,(2E1\E2, donc: x = ig. etc]




Chapitre 20

Les applications linéaires : genéralitées

20.1 Notions fondamentales

20.1.1 Dé nitions

8utv 2 E:f(u +'v)—f(u)+f(v)
8 2K: Bu2E: f(lu)= i Yu)

Aux ch.20-23, on ne parle que d'application linéaire; on na doncf [et non f comme au ch. 17].

Soit E et F deux e.v. surK.f : E! F estlinéaire si

Remarques 1) On peut condenser ainsi | 8 2 K; éu", v 2 E;f(:| u+ v)= !(u)+ f!(v).
2) Une application linéaire pourrait étre appelée :
n "homomorphisme" d'espaces vectoriels: terme non employé. Mais on dit
"endomorphisme"  (sous entendu d'e.v.) sif linéaire deE dansE ;
"isomorphisme"  si application linéaire bijective deE dansF ;
et "automorphisme" sif endomorphisme bijectif.

20.1.2 Propriétés

I I
Ona: 1) f{0e)=0 et f('x)= fi(x)
2) De plusici : f(E) [oulm(f )] estun sous e.v.dd= et f surjective, f(E):| F
3) Ker (f) = Fx 2E: f(x)— Orgestun sous e.v. dE et f injective , Ker(f)= fOgg.

1) Démonstration facile.

2) Lequwalence est évidente. Pourf (E) sous e. v deF : avec une caractérisation (des sous-e.v.)
Deja OF = f(OE) 2f(E). Puis: sl y1|2 f(EI) y22 f(E) alors 9x1, X2 2 E: y1= f(xl)
yz— f(xz) D'ou : (avec lalinéarité) :* y1+ yo,=f(x 1)+ f(xz)— f(x1+ X0) 2 f(E).

Loi externe : s1y 2 f (E), 5% 2 E tel qué y = f(x) dou [y = f (x)- f(: ! x)2f(E)

3) Ker (f)* sous- £.v. avec une caractérisation. DeJQE 2 Ker (f) Puis si f (xl) = OF, quz) = OF
alorsf(x1+|x2)— O-. Enn, laloi externe : ayant f(x)=" OF ona:f(:x)= { (x)- 'S =;OF.
L'équivalence: Sif est injective, forcémentKer (f ) sous e.v. des antécédants de- est réduit a Og.
Inversement sif (x1) = fi(x2), f(x1 ' x2) = O (avec la lin.) et Ker (f) = fOzg donne® x; = x». Fini.

20.1.3 Exemples

1. SoirE = R e.w. surK = R. |Les applications linéaires deR dansR sont y = f (x) = a:x:

Eneet f(x)= a:x convient. Inversement sif linéaire : f (x) = f (x:1) = x:f (1) = x:a forcément.

2. Les applications deE = RP dansF = R" (en dim. nie) s'écrivant Y = A:X, A étant une matrice
sont linéaires car : A:(X1+ X)) = A:X1+ AX, et A:(:X )= :A:X (vérication laissée).

' En allemand, "Kern" veut dire "noyau"  (coeur?) Voir aussi en breton : "Keranna" (Ker Anna) ...
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Inversement on montrera qu'il n'y en a pas d'autres (en dim nie, aux ch. suivants). Donc :
Les applications linéaires deE = RP dansF = R" sont celles s'écrivant | Y = A:X; A matrice. |

3. Soit E un e.v. de dimension quelconque hg "X 2E 7! K:x 2 E estlinéaire (endomorphisme).
Pour k 6 0, elle est bijective (automorphisme), appelé# homothétie actorielle de rapportk ‘ (on ne
— I

parle pas de point ici; ni de "centre"; maisf(0)="0). Bien sdr: hk1 = hy.
A noter que :[h, = kild | et [8f endomorphisme : fohy = hyof.| [carf (kx)= kif {x)].

4. SoitE = R[x] e.v. de dim innie surR; D :* 2 E 7! ' %2 E [Dérivation]. D est linéaire ; c'est un
‘ endomorphisme surjectif; non injectif, KerD = Rg[x] sous e.v. de dim. 1 des applic. constante#.
surjectif car si 2 E, on lui trouve un antécédant dansk : une primitive polynémiale aisément.

Remarques facultatives
1) Si on prend la dérivation deE = CYR";R) dansF = C°(R*:;R) : ce n'est qu'une Appl. Lin.,
non endom. ; surjective car toute fonctionC® admet des primitives, forcémentC1: non injective.
2) Un exemple d'endomorphisme injectif non surjectif ? P(x) 2 R[x] 7! x:P (x) 2 R[x] : a voir.
Zp
5. Soit lintégration | : ' 2 E = C(a;b;R) 7! "(x):dx 2 R: | est linéaire.

a
Dé nition ‘Une application linéaire deE dansK est appelée "forme" linéaire (sur E). ‘

Autre exemple facultatif : "2RX] 7! D (x0) 2 R, X02 R; xé.

6. SoitE = C; etlaconjugaisonf : z2C7!zZ2C. f est-elle linéaire?
Onsaitque: z+ z0=z+20 Et 1z = :Z: vrai 2 R.

Donc  Pour E e.v. surR, f est Iinéairg; mais par cc_)ntre_ :

= pourE ewv.surC, f est "semi-linéaire" (non linéaire).

20.1.4 Opérations sur les applications linéaires

1. Somme et Multiplication par une constante
Sif, g linéaires deE dansF, f + g aussi; :f aussi;O application nulle E ! F aussi. (Facile)
Conséguence :
Pour A 6 ; et F étant un e.v., il est facile de voir queF (A;F) est un e.v. surK. Ce qui précede
montre que L(E;F), ensemble des applications linéaires dé dansF, est un sous e.v. dd- (E; F):
E estun lerev.; F estun2émee.v.; |L(E;F) en estun (3¢me)e.v|
(mieux compris aux ch. suivants, quandE et F seront de dim. nies p et n).
2. Composition.
Deméme f:E! F; g:F! Glinéaires) gof linéaire (facile).
Conséguence :L(E) étant I'ensemble des endomorphismes dé dansE,
on obtient : ‘(L(E); +;0) est un anneau; celui-ci est non commutatif sdim(E) > 2:‘

En e et : "Anneau" signi e 2 opérations internes (ici + et o) reliées t elles que
1) Pour +, avoir un groupe abélien; c'est le cas cat (E;F) est un e.v.
2) Puis la composition o est interne, associative ; et neutreld ' X 7!! X .
3) Lien entre les lois :(f + g)oh = (foh) + ( goh) est toujours vrai.
Il reste enn : fo(g+ h)=(fog)+ foh) ? Cela vient du fait quef est linéaire:

fo(g+ h)Y(x)= flg(x)+ h(x)]= fu+ v)[=]f(u)+ f(v)= fog(x)+ foh(x).

|Non commutatif dansE = R?| Soit f : § 7! Xy la symétrie/ V eck {)==V ect|)] et

g: ; 7! i [symétrie /V ect 1 ==V ect 11 ]. f etgsontlinéaires (matrices) (méme bij. :

. . . 1 .
automorphismes) maisgof 6 fog calcul! [En baseo.normée gof;fog : Ztours vectoriels !]
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20.2 Du vocabulaire sur groupes et anneaux :

20.2.1 Groupes (généraux)

(on dit "loi de composition interne " : I.c.i. car au départ, c'était la composition), est un groupe si

Soit G 6 ; muni d'une opération interne notée , c'est-a-direx2 G;y2 G=) x y2G:

1) estassociative(x y) z=x (y 2);
2) posséde un neutree: € X=X €= X;
3) et si chaque élément a un symétrique :x x°= x° x=e.
Enn, si de plus est commutative, on dit groupe commutatif ou abélien.

1) Pour une loi interne, s'il y a un neutre, il est unique.
2) Si la loi est associative et sk a un symétrique (ou inverse), il est unique.

Proprietes 3) Le symétriquede x y est (x y) =y ! x 1 Enn dans un groupe :

4) tout élément est simpli able ['régulier’] a gauchea x=a y) x = y; et adroite
Démonstration
1) e €= eou€’ (et eindépendant dex)

2) x% x x"= x%oux" en associant. Dorénavant notéx
3)Siu= x vy, résoudreu z= g trouver z=y
4) "Composer" a gauche para

1

1 x letvérierquez u=e

1. C'est surtout cette simpli cation qui est importante

Des exemples

1.
2.

6.

(Z;+) est un groupe abélien (in ni).

(U; ) [ensemble des complexes de module 1] est un groupe abélienr().
n

(Un: ) est un groupe cyclique an éléments. U, = f1;1;1 21" g=fz2C: z2"=1g

(Q;H) (R;+4) (C;4) (R ;) (RT ) (C ;) ... sont des groupes abéliens.

. L'ensemble des homothéties-translations du plan a ne mui de la compaosition, noté (HT ;0), est

un groupe in ni, non abélien. [o interne (vu) associative (connu) Neutre :Idp et inverses connues]

L'ensemble des bijections dé&E 6 ; dansE est un groupe pouro, appélé groupe symétrique,
noté Sg. Ses éléments sont appelés permutations. Et on sai E j= n =)] Sg j= n!

Note

Quand E = f1;2;:::ghg, on note Sg = S, Par exemple les 6 éléments d&g sont : Id ; (1 2) qui
< 1712 < 1712

est la transposition . 27!'1 , (1 3), (2 3) de méme; (1 2 3) qui estle cycle 27! 3 , etle cycle
" 373 371

inverse (1 3 2)=(1 23) 1. On peut voir géométriquement ce groupe comme le groupe desométries

planesconservant un triangle équilatéral de sommet 1,2,3. (transposition=sym -, / droite)

Un groupe ni non abélien? Justement(Ss;0) car (1 2)o(1 3)=(132) 6 (1 3)o(1 2)=(1 2 3).

|
Quand E estun e.v., on a déja : (E;+) groupe abélien (neutre noté 0)

‘Homomorphismes degroupes ‘ f:(G; )7 (G%) ou et sont deux opération de groupes,

est un homomorphisme de groupes #f x y)=1(x) f(y).‘ Im (f ) est un sous-groupe des®
Ker(f)= fx 2 G:f(x)= €% estun sous-gr. deG et : ‘f inj. 0 Ker(f)= feg.‘

Exemples. 1) x 7! € est un isomorphisme de groupes déR;+) dans (R* ;) d'inverselIn.

2) n2(Z;4) 7' 2" 2 (Q* ;) est un homomorphisme inj., non surjectif : 3 sans antécédant
3) 7! € estun homomorphisme surjectif dgR;+) dans(U; ); non injectif, de noyau2 Z.
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20.2.2 Anneaux (généraux) : 2 lois internes reliées entre elles

(A;+; ) estun anneau si: 1)A; +) est un groupe abélien : neutre noté 0;
1. Dé nition 2 2) [interne] est associative et posseéde un neutre noté 1; et am
3) distributive/+ a droite et a gauchea (b+ ¢)= ab+ ac; (a+ b c= ac+ bc

2. Exemples
1) (Z;+; ) est un anneau commutatif (pour ) 2) R[x], C[x], Q[X] anneaux de polynémes

3) Un anneau non commutatif ? (L(E);+;0), qui sera revu et mieux compris avec les matrices.

Dans tout anneau,ona: 0 x=x 0=0 ou O estle neutre det+
( x) y=x (y)= (x y), ou x désigne le symétrique dex pour +

3. Propriétés ( x) (y)=xy,; etdeuxrelations essentielles,si a et b commutent
— 1 1

X0 X X
(@a+ "= Ccka" ki¥; a" B'=(a b( a" rkg)=( a" ! kg):(a b
k=0 k=0 k=0

Démonstration

1) (0O+ a):x = a:xx dou O:x+ axx=0+ a:xx donc en simpliant pour + : 0:x =0; idemx:0=0:
2)[x+( X)]:y=0 dou xy+( x)y=xy+[ (xy)] simplier pour +; idem x:( y)= (xy)
3) xiy et ( x):( y) tous deux symétriques pour + de( x):y : donc égaux. Puis attention !

4) Egalités. Sia:b6 ba (a+b)? = (a+b):(a+b) = a’+ab+barb?; (a+b):(a b)= a® abrb:a B!

‘Si a:b= b:a on a les relations usuelles*. Dont ce rappel: (a° b’)=(a b):(a®+ ab+ ).

‘Exemples importants‘ b=1, neutre pour la deuxiéme loi, commute avec tout élément. D'O:

X p X 1 X! Et, dans ce contexte,

n — k. n — ky — ky.
(1+ a) = - K a, 1 a —(1 a)(k_oa)_(k_oa)'(l a)' aozl,méme sia=0:

20.2.3 Remarques qui seront revues

1. On a donc un anneaunon commutatif  (L(E);+;0).
‘En dimension nies, cela signi e qu'on peut trouver 2 matrices carréesA; B avec : AB 6 B:A.‘

2. On verra qu'il est aussi "non intégre"
‘En dimension nies, on pourra trouver 2 matrices carrées :A6 O; B6 O avec: AB = O.‘
(Dans ce cas, on dit queA et B sont des "diviseurs de O").

Attention:  SiA:U = AV ou A(U V)= O méme siA 6 O, on ne peut donc pas dire qudJ = V

Par contre (Z;+; ) est integre. IdemR[x], C[x], Q[x] integres. [Tous avec division euclidienne ]

3. On trouvera méme des matrices carrées "nilpotentes!’ |A 6 O et AP = O, pour un certain p > 1. ‘

4. Un corpsest un anneau tel que tout élément autre qué (neutre de +) est inversible : R; C; Q...

5. L(E) est a la fois un anneau (pour;0) et un e.v. (pour +;:) avec : (gof) = ( :g)of = go(:f ):
on dit "algebre" (R[x], C[x] aussi). ['Al Djabr", mot de Al Kharezmi, d'ou provient "algo rithme".]

2 C.AN.S.AD. et N. (C.AN.S. pour +) A. et N. (pour ) D.(lien =+). En espagnol, descansarse =
se reposer; ici c'est le contraire et c'est un impératif ! (I' ancienne dé nition était seulement : CANSAD )
® Remarque facultative : (F(R;R);+;0) ? non anneau car : fo(g+ h) = fog + goh est faux parfois !

Ainsi :  sin(x® + x3) 6 sin(x?) + sin(x®).
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20.3 Projections et symétries vectorielles en dimension qu  elconque

Ce sont des exemples essentiels d'endomorphisme&u départ sont donnés 2 sous e.v. supplémentaires.

20.3.1 Projections vectorielles

Soit donnés 2 sous e.v. supplémentairéE = E; Ez.‘ L'application
p!x Z'x;#x2,2 E=E; E,7! 'x;2E estlinaire (endomorphisme), appelée
projection vectorielle surEq parallélement aE,; ona E; = Im(p);Eo = Ker (p):
De mémeq! X 7! !xz est appelée proj. surE, parallemement aE; et p+ gq= Id.
Démonstration

La linéarité de p est facile a vérier. Et Bx 2 EE X = p'(x)+ q'(x) ould = p+ q;

Cas particulier : | \E=
Sionprend E=E f 0g: p=1d; gq= O (endomorphisme nul) qui sont donc des projecteurs.

1. Dé nition

2. ‘Remarque essentielle :  Sous e.v. des vecteurs invariants pour endomorphisme,

1) Soit f 2 L (E) (endomorphisme, i.e. linéaire deE dansE);
. I ! : , . . , :
on peut considérer t x : f(x)="xgquiest 'ensemble des vecteurs invariants; c'est aussi

I I
Fx - f!(x) Py = Ogou* x :(f Id)'( x)=" 0gouKer (f 1d) sous e.v. des vecteurs invariants.

De plus (aisé) ce sous e.v. est includans Im (f ). [Inclusion stricte possiblef = 2:1d sur R?]]

2) | Pour un projecteur : Im (p) = Ker (p 1d):| [Réciproque vraie : alorspop= p et Théoréme.]

3) Exercice : Plus généralementpour f 2 L (E) on peut considérerf x : f!(x )= ' x o
Voir que c'est Ker (f :1d ), donc sous e.v. Etsi 60 il estaussiinclus dansim (f).

3. Le théoréme fondamental

Rappel : Soit p la projection vectorielle surE; parallélement &E», donc
Alors : E;=1Im(p)= Ker(p Id); Ep=Ker(p); de plus:[pop= p:]

Réciproque: Il est surtout remarquable qu'on ait le Théoréme fondamerdl (réciproque) :
(f 2L(E) etfof = f)=) f projecteur surKer(f 1d)// Ker(f).

Démonstration | | |
de pop= p ou de pop(x) = p(x), sip projection : p(x) dans l'image donc, ici, invariant.

Démonstration du Théoréme réciproqug*) [par analyse-synthése]

1) Ker (f Id) et Ker (f) sont des sous e.v. |l faut voir ici qu'ils sont supplémentaies

C'est-a-dire, pou} x 2 E, trouver une et une seule écriture surKer (f  1d) + Ker (f).

Analyse et unicité :

Flxa) = %

I
on a une écrituré x =" X1 + X2 (1), forcémentf!( X) =! X1+ 0 (2) car on veut f!(x )= 0
5) =

. , . A |. | | | |
Donc si on a une écriture , ce ne peut étre que celle-cxy = f(x);" x> = x  f(x):

A ce stade, l'unicité est prouvée ou encore Ker (f Id)+ Ker(f)= Ker(f 1d) Ker(f).
On ne sait pas si ce sous espace vaHt en entier, mais on a donc une idée précise!
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Synthése et existence 8
< ! X =! X1 +! X2

Pout x 2 E, posons donc':xlz f!(x);!xz = x f!(x). que ) !xr-LZKer(f Id)
" "Xz 2 Ker (f):

Premiére ligne : clair. Les autres : utiliser I'nypothése emplus : fof = f !

2) Ayant prouvé : E = Ker(f Id) Ker(f); st x :!xl + X2, aisémentf!(x) :!xl: Fini.

4. | Autres remarques |
|
1) On montre que L (E) non integre sidim(E) > 2: DansE = R2, si Eq = Vec{( {)6f0g
et E, = Vecl( | ) 6 f 0g soit p la projection sur E; parallelement aE;

alors:p6 O;g=1d p6 O, pog= O. (Ici pog= qop= O commutent !)
[Noter au passage, pouf Appl. Lin. quelconque : Ker (f)= Ker( f), Im( f)= Im(f)].

2) Soitf 2L (E;F) : Ker(f) et Im(f) supplémentaires ?
Sif: E! F,avecF 6 E , questioninsensée ! Car Ker(f) E; Im(f) F.

Si F = E, f endomorphisme, c'est parfois vrai, parfois faux! cf. Exercices.
|
Pour p projecteur, c'est vrai. Etaussisif bij.: Ker(f)= f 0g;Im(f)= E. (f =2:1d sur R?).

3) Pour un projecteur, en posant p>= pop, ona p> p=0; ou p(p Id)= O=(p Id)p.

x? x=x(x 1)=(x 1)x estdit polyndme annulateur de p. [Spé]

20.3.2 Symeétries vectorielles

Soit donnés 2 sous e.v. supplémentaire& = E; E;| L'application

s'x Zx1#x22 E 71 'x; 'x,2 E est linéaire bijective (automorphisme) appelée
sym. vect. par rap|port aE, parall. aE, Et: E; = Ker(s 1Id);Es = Ker(s+ Id).
De mémes?’ x = X1 + X2 7! !xz !xl appelée sym. par rapport aE, parall. a E;.

1. Dé nition

|
Démonstration s=p q: linéaire ! : bijective doncKer(s)= f 0g, Im(s)= E.
Puis’ x 2 Ker(s Id) , s'(x)=! X ' x =!x12 Ei1. Idem pour E».
Avec p, onatout‘ g=1d p;stld=2pou s'(u)+! u =2p'(u); 0= s;! u s:'(u)=2q'(u).

Cas particulier :

|
SionprendE = E f 0g. Ici: s=1d; s°=

Id qui sont donc des symétries vectorielles.

2. Le théoreme réciproque|(f 2L (E) et fof = 1d)=) f sym./ Ker(f Id)// Ker(f + Id).

Démonstration (*)
Soit on fait I'analogue de la précédente. Soit on s'y raménevac : s+ Id = 2p.

Considérer alors : p=1=2(f + Id) etvérier: pop=p ... En exercice.

3. Remarque: ‘ Plus généralement, toujours sE = E; E»

fi Py 2 X1 + X2 2 E 7! X1+ k':xz 2 E est linéaire, bijective sik 6 0 (automorphisme f = f%)
appeléedilatation vectorielle  de baseE1, de direction E», de rapport k.  Dessin ?
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20.4 Le groupe linéaire

20.4.1 Dé nitions

Rappelons qu'on a 3 opérationglansL (E) : +,0, (externe); et o est non commutative si dimg > 2.

(1) : f bijective

(2): f tinéaire Mais : (1)) (2) (aisé).

f 2L (E) (linéaire deE ! E) est dite inversible si

L'ensemble des end. bijectifs (automorphismes) d& constitue un groupe pouro, appelé

Donc : groupe linéaire (non abélien sdim(E) > 2), noté GL(E); siE = K" on le note GL(K):

20.4.2 Exemples

1. he ! x 71 K:x pour k 6 0, homothétie vectorielle, est dansGL (E) (bijective).
Dailleurs le neutre deGL(E) est:1d = hy !

2. Soit s la symétrie /|E1 /[ E,, ce qui supposeE = E; E,. Alors s2 GL(E) et s 1=| S.
3. Par contre siE, 6 f 0g, p projection sur E; // a E; est non inversible Ker(p)= E, 6 f 0q].

20.4.3 Trois exercices corrigés

x0= x+y

0_ . f endomorphisme ? bijectif ?
y'= X my

1. Soitf :R?! R2tel que u § 70 fu) =

Admettons ici (ch. suivant) :
‘Sif Appl. lin. E! F avecdim(E) = dim(F) nie : f injective , f surjective, f bijective.

0
f endomorphisme.f va de R? dansR?; linéaire par écriture matricielle XO = 11 1m : §
.. . L, = + =
f injective? Pour trouver Ker (f), on résout : X _ 0 ou X y. (3 . Par exemple
e y°=0 X my=0

avec les déterminants 2x2,:
Sim61 onaKer(f)= f 0gdoncf injective; d'ou bijective par Théoreme, cardlm(RZ) nie.

Sim=1 Ker(f):%u ; : X +y=0g: droite vectorielle V ect :Vec{({ ) deR?.

1

_ 1 1 _ 1., _ 0
PourA= * 1,e{{—o,l—l
Donclm(f)—ff(x) x2Eg—fxf({)+yf(|) X;¥y 2 Rg= Vectf({)f(|) = Ker (f)!
Ici Im(f) Ker(f): éx f[f(x)] "0, fof = O etf 6§ O:|C'estuncasouf est nil- potent‘

‘C'est aussi un cas otKer (f) et Im (f) ne sont pas en somme directe donc non supplémentaires.

, par calcul si fonveut : f({)=' { ' | =(]):

2. Soit : f 2L (E), dim(E) quelconque tel que f?+f 3iId =0 (par exemple).
Montrer que f est inversible et préciser son inverse (des deux cé}és[Ecrire : f2+ f =3:1d ..]]

On afo%(f +1d) = %(f +1d)of = Id;[donc]f estinversible dinversef *= %(f +1d)!

‘En dim. quelconque, avoir l'inverse des 2 cotés. En dim. nie, 1 c6té sut cf. ch. suivant.‘

3. Soit:f 2L(E), f" = 0O, dim(E) quelconque (f 6 O en général : nilpotent).
Montrer que : Id f estinversible (des deux cdtés et préciser son inverse.

[cf. Anneaux:] (Id  f)o(ld + f + ::+ f" Hy=(ld+f +::+f" YHo(ld f)=1d f"=1d.

dou: (Id f) ! existe et vaut (Id+f + ::+f" ). Rem: (Id + f) ! existe aussi !
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M+ Exercices : Applications linéaires PTSI

1. DansL(E), vérier que Ker(f 1d) et Ker (f) sont toujours en somme directe [6 coursI ;. on ne
dit pas, ici, "supplémentaires” ] (Si x 2 Ker (f)\ Ker(f Id), f(x)= x etf{(x)= 0..)

2. (Avec f =2:1d dans R?) montrerque: E = Im(f) Ker(f)6) f projecteur.

3. En dimension quelconque, sif 2L (E;F),g2L(F;G) vérier: gof=0() Im(f) Ker(g).

4. DansE = Ry[x](a) Vérierque f : I(D)(xl) 7! P(x+1) estunendomorphisme; dorac alussi: f id.
a a°
(Ecrire P(x) = a+ b:x+ c:x?> ou @A dans la base(1;x;x?) ; chercher I'image@bzA dans cette
C Cc

base et trouver une écriture matricielle. . PX) 7! P(x+1) P(x) "dérivation discréte")

(b) Montrer que : Ker ()= Rp[x] (on peut montrer, avec un degré quelconque, que :
Px+1)= P(x), PX)=cte) Et: Im()= Ry[x] (commencer par une inclusion).

(c) Vérierque 3=0. Puis(ld+)( Id + 2=(1ld + ?@Ud+)= Id. Conclure.

(d)Onavait: f=1d+ ; trouver f ! d'une autre fagon et préciser sa matrice.

5. DansL(E), [dim(E) quelconque] sigof = fog, véri er que Ker (f) et Im (f) sont stablespar g.

6. Avec le cours bien connu sur les projecteurg*) [fof =T ; f!(x) 'x 2 Ker ()]

(a) Soit f;g 2L (E). Montrer: (fog = f etgof = g) ( f;g projecteurs de méme noyau.

(b) Pour f;g 2L (E). Montrer : (fog = getgof =f) () f;g projecteurs de méme image.

(c) Sip, gproj.: p+qgproj. 0 pog= qop= O,p qproj. ) pog= gqop= g. Siqop= O,
r=p+q poqproj., Ker(r)= Kerp\ Kerg; Im(r)= Imp Imq. Sipog= qop poqproj. ...

7. Soit's symétrie, alors s?=1d ou s> Id= O [oubien: ¥ 1 polynébme annulateur des].
(*) Montrer la réciproque a savoir : (f 2L (E);fof = 1d) =) f symétrie vectorielle a préciser.

8. (*) Soit f 2L (E;F); g2L (F;G); montrer que :
Ker(f)= Ker(gof) 0 Im(f)\ Ker(g) = fIOFg. Im(g)= Im(gof) 0 F = Im(f)+ Ker(g).
Z X
9. (*) Dans R[x] soit f : P(x) 7! Q(x) = P(t)dt etsoit D la dérivation. Vérier que ce sont
des endomorphismes tels queDof :Old mais foD 6 Id [donc aucun inversible] !
En général sigof = Id, montrer que Im (fog) = Im (f); Ker (fog) = Ker (g);E = Ker(g) Im(f).

10. (*) Soit f 2L (E) / 8x;fl(x)= k x (el x;fi{(x)liés ) Montrer 9k (xe) : f{(x)= K:x.
(*) En déduire les automorphismes commutant avec tous les dtes (centre du groupe linéaire).




Chapitre 21

Applications linéaires en dimension nie

21.1 Représentation avec des bases

21.1.1 Matrice d'une applications linéaire (en dim. nie)

Soit E de dim. p, de base €1, 6p); et Vi1 Ly p,» P vecteurs quelconques d& :

1. Théoréme 9If linéaire telle quef (e )= vJ On dit qu'une IA.L. est déterminée de maniére
"——— | unique par l'image d'une base. De plus f inj. , * v; libre (néc.dimF > dimE);
f surj. , ! vj gen (néc.dimF 6 dimE); f bij. , ! v base(néc.dimF = dimE).

Démonstration

| T
1) Unicite et eX|stence Pour X = xllel T+ Xpigp, Oona la seule possibilité :
f(x) = x.f (el) + i+ xpf (ep) = X{:V1+ IXp:Vp; eton vérie alors qu'elle convient.

| |
2) finj. =) '(vj) libre : Soit xl':v1+ o+ xg:vp ="0¢ ; alorsf ( xj!:e] )="0r donc
j=1

xX° x® !
x,-!:eJ 2 Ker(f); maisf inj. donne x,-!:eJ =0 puis!(ej) libre d'ou x; = 0. Fini.
j=1 j=1

NG
finj. (={v;)libre : Soit x 2 Ker(f)! x = x:g car(g) génératrice.

j=1
! ] x I 1 . I ! -
Alors :'0r = f(x) = Xj:Vvj,; mais(vj) libres, doncx; =0 et x = 0g. Fini.
j=1
f surj. =) (v ) gén: Soit y 2 F; f surj. donne : :bx 2 E tel que y = f(x)
xXP xXP
Ecrivons alor$ x = xj':e] car‘(ej) génératrice ! y = f'(x) = xj':vj. Fini.
j=1 j=1
: ; | I o I X
f surj. ( :t vj) gén: Soit y 2 F; (v;) génératrice donne9dx; : y = X[V
=1
I X y I I -
Posons x = Xj.g ; alors aisémentf(x)="y. Fini.
j=1

|
2. Conséquence : dé nition Si de pIusF de dimension nie n, de basefl,. :fn, voici la matrice
def dans les basese§ ) de E et (f )de F; onvadeE, dansF,; ona une matrice(n; p)

0 1 fl
aixp i@yl ap
@ - A An N 1 21 f2 )
Ap = @1 ou la|jeme colonne est le vecteuf(g) | : dans: - ;
n

!
. : ! ! ! !
c'est doncle remplissage en colonnes avec les vecteurs  : f{(g)="v; = ayf1+ i+ ap :fy.

141
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Maintenant la lecture ou le remplissage en lignes avec les composantes :

1

x:%ﬁfﬁ,Y:%ngona!y:f!(x), Y = AX ou%y2§ @ T %X2§

anJ

! !
Pourox -1 xl el-(_t) xp €, y = yi:fy + i+ ynifg, 0 ec}eurs toujours notés en colonges

p n
avec les tailles : Yn1 = App:Xp1; le produit s'e ectuant Ilgnes par colonnes

Démonstration
La ligne 1 de! y = f!(x)= xl:f!(e1)+ ot xp:f!(ep) est y; = Xp:a;p + Xp:app + i+ Xpiagp. Etc.
3. Ainsi : quandf va de E, dansF,, cela donne une matriceAn, : ordre inversé Et surtout :
Les vecteurs colonnes dé : f!( e1); :::;f!( ep) forment une famille génératrice delm (f ).
1 2 ] )
> 4 en base ({; | ):
!
Si on cherche Ker (f ), on résoudf!(x)z' 0 ou A:XX = OavecX = ;(/ , O= 8

Vecl( {+ 2 | ) de dimension 1.

Par exemple aved endomorphisme de matriceA =

Et Im(f)= Vec(f( {):f(1)= Ve 3 2)=

M p(K) désignera ensuite I'ensemble des matriceslignes, p colonnes a coe cients dansk.

21.1.2 Exemples

0 1
D 00
1.f =0deE=R?(ase {;|)! F=R® (basel J K ) a pour matrice : Oz, = @0 O0A
00 3;2
I ] I ’
2. Soitf lunique AL.: R®! R2telleque: f(1)= {; f(3)="{ '|: £ (k)= {+2].
Par dé nition, sa matrice avec les bases indiquées, et = é 11 ; .

0
1
0 10 ::0
3. Id, comme endomorphismede K", dans toute basea pour matrice I, = O 0 1 i OF.

4. Remarque: Qu'est-ce qu'unematrice ligne (1 ligne, p colonnes) ?
On doit aller de E, dansK (e.v. de dim 1 surK), soit une application linéaire deE dansK donc :

‘Une matrice ligne est une matrice d'une forme Iinéairq.

5. Montrer quef : P(x) 2 Ry[x] 7! PYx +1) 2 Ry[x] est linéaire. Matrice en basesZ; x;x?) et (1;x)?

On voit qu'on va de R[x] (dim. 3) dans R1[x] (dim 2); puis f linéaire?

lére facon, par calcul :

PosonsP (x) = a+ b:x+ (5x21; alorsPqx) = b+2c:x; limage estQ(x) = b+2¢(x +1) = + :x .
a
Ona = 8 é g : @pA | remplissage en lignesce qui prouvef linéaire et donne sa matrice

2éme facon, méme danR[x]: Voirque: f(P1+ Py)= f(P)+ f(P2) et f(:P )= :f (P).

En n le remplissage en colonnes la 3iéme est f (x?) soit 2(x +1)=2+2 :x ou ; !
(1;x)
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21.2 Rang d'une application linéaire

21.2.1 Théoréme du rang

Soitf 2L (E;F); alors dim(E) = dim[Ker (f)] + rg(f), ou par dé nition : rg(f) = dim|[f (E)].

Deux exemples

1. Le dernier exemple précédent : Pour trouverg(f) :

‘Soit on cherche une base dbn (f ) : limage d'une base esigénératrice seulement de I'imagef

Car : f!(x): x1:f !(e1)+ S xp:f!(ep) décrit  Im (f). Dans l'exemple :
Im (f ) = Vecff (1);f (x);f (x?)] = Vecif (x);f (x?)] ici et ces 2 vecteurs sont libres :rg(f) = 2.
Soit on cherche le noyau : P{x+1)= 0() P°=0( P = cte.
Ker (f) = Ro[x] de dimension 1; etdonc rg(f)=3 1=2:
0 1 0 1
| X X
2. Une forme linéairef : u @QyA 2 R®71 2x+3y z= 2 3 1 :@yA 2 R, de matrice(23 1)
z z
non nulle ; donc de rang 1 dim[Ker (f)] = 2 : plan vectoriel de R® d'équation : 2x +3y z=0.

Démonstration du Théoréme

Soit E;> un supplémentaire deKer (f) dansE (dim. nie) : E = Ker(f) E,. Alors:

f-g, : Ex! Im(f) est bijective (ci-apres) d'ou dim[Im(f)] = dim(E2) = dim(E) dim[Ker (f)].
|

Injective : sl x 2 E,>\ Ker (f) forcément x = Og car somme directe. Surjective Si y 2 f(E),

|
§x 2 E"—-y = f!(x); écrivons x =!x1+!x2 selon E = Ker (f) + E2." y = 0 + f!(x2)= f!(xz).

21.2.2 Conséquence : Propriété
8
< inj. ) dimF > dimE (I'image d'une base étant libre)
surj. ) dimF 6 dimE (l'image d'une base étant gén.)
enn: f bijective =) dimE = dimF

f
1. Onsaitdéjapourf linéaireE! F que f

2. |Inversement, si dimE = dimF nie, ona: f injective () f surjective ) f bijective.‘

Démonstration dimE = dimF nie et Im(f) F:
Avecleth.durang: finj. 0 dim(E)=rg(f)() dm(F)=rg(f)() Im(f)=F.

21.2.3 Rang d'une famille nie de vecteurs; et d'une matrice

Soit v 1 Ly p 2 F: Leur rang de cesp vecteurs estdim [V ecl( Vi)l

Dé nitions ) .
— Et le rang d'une matrice A est le rang des vecteurs colonnes.

Le rang d'une A.L. est le rang des vecteurs colonnes d'une ntate quelconque
Propriété | représentantf c'est-a-dire, quand on changera de bases dais et dansF, on aura une
autre matrice A° (nouveaux vecteurs colonnes, cf. ch. Matrices), mais de ménrang !
Démonstration
Voir que || m(f) = f (E) = V ecff !(el);f!(ez); :::;f!(ep)] . les vecteurs colonnes d'une matricéimage
d'une base) forment une famillegénératrice delm(f). D'ou: rg(f) = dim[f (E)] = dimV ect[f !(q )]
= rg[f !(q )16jep] = rg(A); etdonc, sif estreprésenté aussi parA® rg(A) = rg(A9 = rg(f) !
rg 1 2 4
2 4 8

Exemple: =1. Donc sionrésoudA:X 31 = Ozi0naura 3 1=2 lettres arbitraires !
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21.3 Opérations avec les matrices correspondant aux A.L.

21.3.1 Opérations linéaires. Espace vectoriel M p(K);n> 1,p>1

1. MIegahte de 2 matrices :A = B si méme taille (n;p) et 8i;j : aj = by
ce qui signie : mémes A.L. associées, déP dansK" avec les bases canoniques, noteeq X (f ).

Puis : A + B=Matrice (f + g) ce qui donneA,, + By = (A + B)np de terme geneéral(a; + by)
Et : :A =Matrice ( :f ) ce qui donne( :A )np de terme général (a jj ).

12 12 10 _ 1 2
SOItA—34, alors A ilp= o0 1 o 0= T4y,

2. Théoréme

Soit E = KP, F = K". Avec les 2 opérations indiquéesM ,(K) est un e.v. identique aL (E;F).
Et on voit maintenant que chacun est de dimensiom:p : dimL(Ep;Fn) = dimM p(K) = n:p.

Démonstration
1) On peut Véri er la dé nition d'e.v.

2) Le casM ,.3(K). Recherche d'une base : aao g) c% = a (1) 8 8 + b: 8 é 8 + o+
O 8 8 (1) , ce qui donne une famille génératrice a 6 éléments. NotonEi; = é 8 8 etc.

ils sont libres : fairea:Eqy + b:Ep + 111+ c®Ep3 = Oyg qui donne les 6 coe cients nuls. Donc base.
M 2.3(R) ensemblede toutes les matrices 2,3 est un e.v. surR de dimension nie 2.3=6.

21.3.2 Produit de matrices, correspondant a la composition

SiApp = Matr(f 2 L(E F)), Bmn = Matr(g 2 L (F; G)) (B:A)mp serala matr|ce de

1. Dé niti
DEnlon | of . E = KP base{eyhen) | F = K" base(f1:fn) | G = K™base(g:: gm)

Théoreme Le résultat est : Crp = (B:A)mp = Bmn:Anp, le produit s'e ectuant I|gnes par colonnes

b1
Car la kieme colonne deB:A, matrice de gof, est g[f !(ek)] c@ A %a2k§ Fini.
1 b2
0 1
a;;  ai2
ona: o b b :@ay  apA = M 92 oy par exemple,
o1 2 bp3 a C1 C22
31 az2
X
Co1 = bpiag + poiapg + bpsiazs.  On devine que : ¢ = bj :ajk; pour 16 i6 m; 16 k6 p.

j=1

2. Conséquences

Les propriétés des A.L. se traduisent donc avec les matricgsonnes tailles a choisir] :
ho(gof) = (hog)of =) C:(B:A)=(C:B):A;
(h+ g)of =(hof)+(gof)=) (C+ B):A=(C:A)+(B:A);
ho(g+ f)=(hog) + (hof)=) C:B+ A)=(C:B)+(C:A);
(:g)of =go(:f )= :(gof)=) (B )A=B:(:A)= :(B:A):
Donc pour les matrices_carréed ,(K) est un anneau (et une algébre) exactement commie(K")

3. Deux remarques

Méme si les produitsBmn :Anp €t App:Bmn sont possibles (  p= m) et ont de plus méme
taille (p= m = n), on sait qu'il 'y a pas commutativité en général. Notre exenple était :

. X X 4. X y
f: 7! o 7!
y g

y y : deux symétries_noncommutatives. Il se traduit par :
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1 0 .__ 01
A= o 17B= 10
De méme, au ch. précédent, on avait vu qué (R?) ou M »(R) était non intégre et on avait un

exemple de matrice nilpotente Re-construisons un exemplédim(E) = dim(Ker (f)) + rg(f)) :

B:A 6 AB.  |Remplissage en lignest en colonnes a voit

fof =008 'x 2E: ffx)= 0vai( Im(f) Ker(f). | Essai dansR? :|
Silm(f)= Ker(f)= Veck {): f({)= 0 [premiére colonne]f(|)= K:{ 2 Im(f); k60

[k=0=) Ker(f)=R?% f =0]. k=1 donne A= 8 é 60 et A2=AA=0 !

21.3.3 Matrice inverse

Soitf 2L (E;F). Ondit que : f est inversible a gauche s'il existey 2 L (F;E) tel

1. Notalions : |1 gof = Ide et f inversible a droite Siil existeh 2 L (F;E) tel que foh = Idg:

En dim in nie, on peut avoit f inversible d'un cété seulement : cf. Exemples du ch. précéde
!
En dimension nie, voir aprés. Quandf inversible, on noteA ! = Matr (f I fi';ej ):

2. Attention :
On sait que A (ou f et dim. nies) inversible =) dimE = dimF soit A forcément carrée

L . . . 01 L
Mais réciproque fausse Oy, = est carrée noninversible ! IdemA = 0 qui véri e

00

00 0

A?= A:A = O avecA 6 O est non inversible. (Sinon A/A = 0=) A LA%2=A L0, ce quiest
A = O etn'est pas le cas). On peut aussi dire les vecteurs colonnes de A sont liés.

SidimE = dimF nie, ona:f inversible() f inv.agauche( f inv. a droite.
3. Théoréme Traduction matricielle :  Pour A carrée (sinon non inversible),
Ann inversible ) inv. a gauche()  inv. a droite. Calcul : cf. apres.

Démonstration
f inversible a gauche=) f inversible :

Ayant gof = Idg, on agof injective; d'ou f inj. [connu] donc, avecdimE = dimF nie, bijective.
f inversible a droite =) f inversible :

Ayant foh = Idg, on afoh surjective; d'ou f surjective [idem]; donc, [idem] bijective.

21.3.4 Transposée d'une matrice

0 1
L2 13 7
1. Matrice n;p: SoitA= @3 4A | alors 'A= > 4 6 :
7 6 .. 2;3
3;2
... | Avec de bonnes tailles !(tA)= A; Y(A+B)= 'A+'B; Y(:A)= :'A; [faciles]
Proprietés . t ) ot A It
— Et [plus dur] (*) (Bmn:Anp) =("Clpm = ("A)pn:((B)nm .-
Démonstration en compléments (*) : (B:A) = ( Gk )mp-
X X
Posons 'C :( ki)pm1 alors: =Gk = hj Qi = itk < Kj + i+ Fini.
i=1 j=1 j=1

2. Cas des matrices carrées
Soit A carréen;n; on dit que A est symétrique si 'A = A; et antisymétrique si ‘A= A.

Matrices symétriques et antisymétriques 2x2? Montrer que'dn a deux sous e.v. supplémentaires.

10.01_ 00, ,_ 0o 1. _ .00
00,10,01),A—Vecl( 10),S\A—foog.Donc

S+ A =S A, quiestde dimension : 3+1=4 : c'estM ,.» car inclusion et méme dimension nie

Voir que : S = V ecf

Attention : Oz matrice symétrique, mais_nonmatrice de symétrie et :

é 11 matrice de symétrie (A% = |,), mais non symétrique: ne pas confondre !
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Exercices : Applications linéaires en dimension nie PTSI

10.

. Matrices inverses

. Soitf 2L (E) |en dim. nie, montrer : Ker (f) et Im(f) supplém.() Ker(f)\ Im(f)= |f Og.

Inversion en ligne: Ona Y =AX () A Iy = X, si A inversible .

Inverser une matrice c'est inverser un systéme par le pivotel Gauss par ex.

0 0 T
0 10 1 "1 100 1 11
1 2 ! 10 2 43 011 0 L. 1
Inverser les matrices ,@ 3 5A @ 1 1A, clg % § =T,
3 4 0 0 5 5 2 1 0 1
0 0 01 0 O 1

(@) En dimension quelconque, sif 2 L (E), Vvérier que : fof =00 Im(f) Ker(f).
(b) Soit E de dim. nie n surK. Montrer: Ker(f)= Im(f)() [f2= O et n=2:rg(f)].

3 3 1 2 1 2 . .
? = )0 = . - ?
. Rang de 33" 34°' 2.4 ° D =(dij)3etE . e.,'J 33 sont-elles inversibles ~
TVLVZivat ve
(@) DansR[x]. Vérierque f : P(x) 7! P(x+1) est un endomorphisme; donc aussi= f Id.
(b) Dans E = R3[x] : Noyau, image etrang de ? Vérierque %= O. Inverse deld ?
(c) Puis (avecE = R3[x]) inverse def = Id + ? Explisciter les matrices 4x4 def et def 1.
o .1
Si
. Sif; g (et gof) automorphismes, montrer que (gof) = f log . (BA) 1= A 1B ! @matr:A

(n;n)

. DansM ,(R), vérier que f : M 7! 'M est une symétrie vectorielle; en déduire deux sous e.v.

supplémentaires et préciser les dimensions. [On pourravaif 2 L (M »(R)), fof = Id. etc].
Complément: Ecrire en n la matrice 4x4 de f dans la base usuelle E11; E10; Eo1; E2s.

. Soitf 2L (E:F); E: F de dimensions nies; etg... (selon les cas)

(@) Montrer que rg(f) 6 dm(E); rg(f) 6 dim(F); *) rg(gof) 6 min[rg(f);rg(g)]
(b) Montrer que rg(f + g) 6 rg(f)+ rg(g); puisjrg(f) rg(g)j6 rg(f + g) 6 rg(f)+ rg(g).
(c) Soit f 2L (E) tel querg(f)=1. Montrer: 9k 2 K tel quef? = kif (sik60; %f projecteur).

@ (*) Soit f 2L(E;F); g2L(F;G); montrer que :
Ker (f)= Ker(gof), Im(f)\ Ker(g) = fIOFg. Im(g) = Im(gof), F
(b) Sif 2L (E), dim(E) nie : Ker(f)= Ker(f?), Im(f)=1Im(f?, E

Im (f )+ Ker(g).
Ker(f) Im(f).

(*) Soit E de dim. nie f; g endomorphismes tels queE = Im (f)+ Im(g) = Ker (f) + Ker (g):

Montrer que ces sommes sont directes ef + g inversible.




Chapitre 22

Calcul matriciel

22.1 Diverses matrices pour une application linéaire

22.1.1 Composantes de l'image par une A.L. (rappel)

I
1. Théoréme |Pour f linéaire : E base' (el;:!:ep) ! F base 1;::fn) on a y = f!(x) .Y = AX

Déja vu au ch. précédent et utilisé : c'est le remplissage en | igne. A = Matr (f;! € !; fi)

Inversion en ligne: Ona Y =AX () A %Y =X, si A inversible.
Inverser une matrice c'est inverser un systéme; par le pivae Gauss par ex.

2. Conséquence

0 T 0O L © I 0 I 8 0

2 4 3 X 2 4 3 X < 2X+4y+3z=X
Exemple|A=@ 1 1A, Y=AX, QN =080 1 1A:@A, = Ox+y+z=y°
0 : - 50

0 1 202 1 10 4 z 2 2 1 z (gx+2y z=12

X 1 3 10 1 X 1 3 10 1

o @yA = z‘r:@ 2 8 2A:@A, DoncA inversibleet A 1 = 21:@ 2 8 2A
pivot 2 2 4 2 Z0 2 4 2

Voir les calculs non rédigés

3. Remarque |A inversible (nécessairement carréey) ‘A inversible et (‘fA) 1= YA 1).

Démonstration On a doncA carréeet AAA 1= 1,= A L:A. En transposant :'(A ):'A =1,
donc'A inversible d'inverse'(A 1). (Rappelons que pour une matrice carrée
inversible d'un c6té =) inversible). Fini. Question. Pourquoi est-ce une équivallence ci-dessus ?

22.1.2 Changement de bases pour un vecteur (donné)

1. Dé_nitions | | | | | |
Soit B(er; 1) et Bd(elot :::ep‘b deux bases; supposons que’= piiter + porier + it Ppi:€p:::
- P11 i
Par dé nition : |Ppp = Pgig 0= %pﬂ . :::§ est appelée matrice de passage dB & B°
Pp1

On met les nouveaux vecteurs colonnea 'aide des anciens.

| |
DansR?,soit | = i ~j;J = i+ j;nouvelle base (pourquoi?). IcP =

! ! !
Question : peut-on lire al'envers:i = | + J? NON ! (pas ici).

1 1!{
11
|

[
I J

147
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2. Théoréme | Soit un mémevecteur ' x de matrice X dansB et X° dansB% alors X = P:X°

CHAPITRE 22. CALCUL MATRICIEL

Résultat nouveau trés important.

Démonstration facultative (*)

Soit f I'endomorphisme de matriceP dans!(eJ ); on af!(eJ ) =! g Oetf bijectif.
M x | x d 0 | | 0
Soit x = Xj.g = X;:g " alors f(x) = Xj g
ji=1 i=1 j=1
connue dans la basd, on ne peut rien faire !

1 de matrice P ! dans B.

Mais comme la matriceP de f est

Essayons donc l'automorphisme f

Alors f Y(x)= de:ej. 'x etf Y(x) sontconnus dansB !  Donc:X°%= P L.
j=1
. Conséquence
On améme : Pgg » = Pgg o:Pgog ». D'ot (B = B"): P inversible et Pgag = (Pgg o) !
Démonstration

On écrit X = P;X% X%= P,X". Donc X = Py:PoX"= Pgg »:X" et on termine aisément.
Bien retenir cette formule de changement de basgsour les vecteurs :

Remarque: (si on veut)

0 1 81 I
2 4 3 < |1 =200 +0:j +2:k
On peut inverserA = @0 1 1A en colonnes. Ici:
2 2 1

Analogue a ci-dessus (exercice).

22.1.3 E et d'un changement de bases sur une A.L.

1. Notations

Soitf !x 2E 1 f{(x)2F linéaire.
Avec les bases!(el; :!:ep) et !(}‘1; :::!;fn), on a la matrice A ;
Avec les bases(e;® :!:ep% et (f1%::3f,9, on ala matrice A°
On note Py, et Qnn les matrices _inversiblesde changement de bases daris et dansF.

Soit' x de matrice X dansB et X °dansB® idem pour' y = f{(x)avecY etY®
Onsaitque: Y = A:X ; YO= A%X O (Y1) et X = P:X% Y =Q:Y%°Y2). Donc:
Y%= Q Ly =Q !:Ax = Q LAP:x%= A%Xx?®

L' unicité donne : A%°= Q AP et rg(A) = rg(A%Y = rg(f) (vu).

s Anp; AY représentant la méme A.L. mais dans des bases di érentgs A°= Q AP
. Théoréme P - — . —— A
Deux matrices véri ant une telle relation sont dites équivadentes; elles ont méme rang
Exemple
Soit f : P(x) 2 Ry[x] 7! PYx +1) 2 Ry[x]; dans les baseq1;x;x?) et (1,x)yla matrige
0 1 2 111
estA = . Prenons les basesl[(x +1);(x +1)?] et [Lx 1] alorsP = @ 1 A,
0 0 2
0 01
1 1 11 0 16

_ A1 . 0_ 1A - - )
Q= 5 , :Q*'= g i AosA’= o o o par Q LAP; lou directement : | le

3éme vecteur colonne par ex : f (L+ x)?) =2(x+2) exprimé enbase {;x 1): 61+2:(x 1)
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22.1.4 Conséquences sur le rang

1. Propriétés

D'abord : r = rg(Anp) 6 min(n;p); etAinversible() r=n=p: Ensuite:
Par une opération élémentaire sur les lignes (ou colonnes)uthe matrice, le rang est inchangé.

Démonstration

1) Onar =dim[Im(f)] 6 dm(F)= n; r = dim[Im(f)] = dm(E) dim[Ker(f)] 6 dim(E) = p:
Et: Ainversible=) n=p|[vu] etaussi r = dim[Im(f)] = dim(F) = n car surjective.
Inversement r = n= p=) f surjective deE dansF de méme dim. nie : f inversible.

2) En compléments : Faisonsquelques calculs : sur Az
Prenonsls; rempla(;ons Ligne 3 par Ligne 3+ .(ligne 1) (L3 L3+ :L 1) on obtient :
0 1 0 I— 0 1
1 00 1 0 0 a; ap ap
@ 1 O0A; calculons@ 1 A:@y ©HA=@ bl b, A :le méme eetsurA.
0 1 0 1 Ci C Ci+ ‘a1 C+ a»

Et comme on sait(ch.21) que : rg(A% = rg(Q %:A:l,) = rg(A), le rang n'a donc pas changé !
Remarque: La matrice a gauche est ici appelée "matrice de transvectiv'.

Il y a deux autres o;iérations élémentaires sur les lignes a voir : c'est la ménohose [a faire].
10

0
010 a; ap
@ 0 A:@b KA =
0 01 cCi C
0 10 1
1 0O a; ap
@ k 0A:@ny bA =
0 01 CL C

Remarque: La 1ére matrice a gauche est dite "de transposition”; la 2em de "dilatation”

Et sur les colonnes ? C'est la multiplication "a droite" : Echangeons les colonnes 1 et 2 de,
0 1

a; a 0 1 aQ a
nott C;$ Crona: @y hA: 10 ° @h, A ouAP = A°: on a méme e et surA.
G © C G

Comme : rg(A9 = rg(13:A:P) = rg(A) [P inversible] le rang n'a toujours pas changé !

2. Remarque(rang de la transposée)
Pour App 1 Im(A) K™ Im(*A)  KP. Mais : rg(A) = dim[Im (A)] = dim[Im (*A)] = rg(‘A) !

Démonstration (*) En e et, prenant une basejud|C|euse deE = Ez Ker (f) ul,.. ur', Vsl 4 . Vp
[cf. théoréme du rang] etdeF = Im (f) onf(ul) f(ur) b1+1,::" bnh, ontrouve P; Q
1 0 @ 0 @
0O 1 @ 0 : 0

inversibles telles que Q 1Ain =(J)np = ou lesr premiéres lignes et

=

0 O 0

0 O :x 0 @0
colonnes sontl, (des 0 partout ailleurs) et r = rg(f) = rg(A) = rg9(Jr)np-

Alors : 'PIANQ B =" (Ir)np = (Ir)pn qui est aussi de rang ; donc : rg(*A) = .
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22.2 Diverses matrices pour un endomorphisme

22.2.1 Théoréme (E et d'un changement de Base)

Ici, A est carrée(n;n) et mémes bases a gauche et a droite ; par sui@ = P.

Ann ;A représentant le méme endomorphisme, mais dans des basesédentes on a ici
A%°= P T:A:P. Deux matrices A et A®véri ant une telle relation sont dites semblables
Elles ont alors méme rang; méme trace (voir apres) et méme de&rminant (ch. suivant).
Noterenn: A= P:A%P 1 et A" = P:(A9":P :n2 N : [facile mais & bien voir].

Donc

22.2.2 Exemple
8 o
< x°=(bx 2y 2z)=6
1. Soitf 2 L (R®) dé nie par yo=( x 2z)=2 : prouver quefof = f ; conclusion?
%= (x+2y+72z6

2. Solution g oL 0 1 0 1
X 1 5 2 1 X
1)Ona @yA=_-@ 3 0 3A:@A. Puis |[A?= A :parcalcul.| On sait alors que
0 6
z 1 2 7 z
(f 2L (R® etfof =f) =) f proj. surKer(f Id)==Ker(f). lci g
' | | ' | < X 2y z=0
Ker(f Id):f(x)"x = 0ouf(x)=" x ouAX = X o0uAX X =0:.... 3x 6y 3z=0
X+2y+z=0

!
C'estleplanvect. : x+2y+z=0: Ou bien c'est Im (f ), engendrépar : 6:f !( {),6f !( | );6:F (k)

|
Retrouver (de dim. 2 !) ainsi: = Vec{6:f({);6f(|);6:f(k)] cf. sous.e.v. engendré .
8 8
| | < 5% 2y z=0 < 2y+x+7z2=0
Ker(f):f(x)= 0 ouAX =0() = x+0y+z=0 ( Xx+z=0 ... Clest
X+2y+7z=0 ' 6x +6z=0
1 0 1 0 1
1 | 17, 1
la droite vect. : = Veclc)= Ric=R@ 3A. Soita= @0A:b=@1A pasede .
1 1 1

Conclusion :f est une projection de rang 2 sur //

2) Changement de base ici :

I
Forcément R® = (ce qu‘%n peutvoircar 6 ). Alors !( a; b!; c) est une no(L)JveIIe ba:ze.
1 1 1 1 00
La matrice de passage ese = @0 1  3A.OncalculeP *etP “AP=D=@ 1 A
1 1 1 0 00O
! | !
(le faire). Cecisans calcul aussi car : f!( a) ! a;f(b)="b ;f!( c)=0!

22.2.3 Trace d'une matrice carrée et d'un endomorphisme

X
1. Par dé nition : |Pour Ay, carrée la trace deA(a;; ) est Tr(A) = ai = Tr('A).
i=1

Tr: M,(K)! K estune forme linéaire, soit : Tr(A+ B)= Tr(A)+ Tr(B) et

2. Proprietes: Tr(:A)= Tr (A); vériant de plus : Tr(Bpn:Anp) = Tr(Anp:Bpn) ! (*)
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Démonstration (*) : Attention, pour Tr(A + B), chague matrice est f;n).

Pour : Tr(Bpn:Anp) = Tr(Anp:Bpn), notons: B:A = C =(ck).
xXP XX
Ona: Tr(BA)= Gi = bj & ; et sous cette derniére forme, on reconnaitTr(AB) !

i=1 i=1 j=1

3. Conséquence : Trace d'un endomorphisme en dimension nie
Soit f un endomorphisme représenté parA dans la baseB et par P :A:P dansB°

Ona Tr(P LA:P)= Tr(A:P:P )= Tr(A), qui est donc indépendante de la base choisie !

On appelle Tr(f), f endom. en dim. nie, la trace de n'importe qu'elle matrice représentantf .

Question : Que représenterr(f ) ? Dans le cas général, ce n'est pas clair.

Exercice :‘ Dans le cas particulier des projecteurs, en dimsion nie, Tr(p) = rg(p).‘ cf. Ex.5.(a).

Véri ons déja sur I'exemple vu, f projecteur : rg(A)= Tr(A)=2= Tr(D).

22.3 Matrices carrées d'ordre n : M ,(K) [Anneau, méme algebre]

22.3.1 Les 3 opérations (révision)

+ des matrices; des matrices [loi interne danav ,(K)]; . par une constante deK [loi externe].
On sait que M ,(K) est un e.v. surK de dimensionn? (ayant E = K", dimE = n); et que, si
dimE > 2, c'est un anneau non commutatif, non intégre. Attenton(A B = A C;A6 O)6) B = C.

22.3.2 Matrices carrées patrticulieres

1. hg Px 71 Kix , homothétie vect. de rapportk, sik 6 0 a pour matrice dans toute base k:l .

0 1
| | 100
2. La[proj. vect.] sur Vec( {} |)// Vec(k)dans'({} | k) apour matrice: @ 1 OA.
0 0O
0 1
. 100 . ] ! 1,0
Tandis que@0 1 0A est la matrice de la sym. vect/ Vecl( {3 1)/ Vec(k)dans({; |; k).
00 1
0 1
1 0 0 1 % ) o )
3. SoitD = %0 2 O§,T _ %0 P § . Dest aPpelge matrice dlago_naleécarree)
T appelée triangulaire supérieure (carrée)

n

Calculs & bien voir: Pour les matrices diagonales D:D°= D®D et DX, k2 N facile.
Pour les triangulaires : T; T%triang. sup.) T:T%aussi (exercice) maisT:T°6 T%T en général.

Surtout |T inversible () k 6 0| quivaut donc aussi pour les matrices diagonales.
k=1
Analogue pour les matrices triangulaires inférieures T triangulaire inférieure).

Démonstration : Bien connaitre le cas des matrices diagonalgsour commencer. Ensuite, véri er que
a 0 40 .0 .. 0 0 a .0 o _
0 0 o O0° = _ o engénéral. Equivalences

o = .o 8 0 0

0
Y
(=) Si k80 :résolvantT X = O,onaX = O dou T, est injective; donc bijective.

k=1
1 . -
(=) ) Inversement, si —0 vl,. V ¢ sont dansV eckel,.::', ek 1) . (pourquoi ?) donc liés!

L'endomorphisme associé n'est pas bijectif (I'image d'unéase non base) ;T non inversible.
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Exercices : Calcul matriciel PTSI

1.

N

. Soit A I'ensemble des matrices du type

. SoitA = fa:A+ bily; a;b2 Rg; A =

1 0
3
A;J1=0@
1

o

| Calcul deM " | Soit A =

O

1

8.°
o =
oRr N
B o
O R

b b

s

(@) Calculer A®> puis A", n2 N . (A% 2)
(b) Calculer T? T3 puis T",n2 N. [Rappeler l'identité a"** B = 2 ]
(c) En écrivant C = I3+ N [Bindme de Newton N nilpotente commutant avec | ], calculer C*3.

(d) Calculer J? enfonctionde | = I3 etJ; en déduire quel est inversible et préciser J 1.
Préciser le reste de la division de %k par x> x 2. Puis :J". (par "polyndme annulateur".)

PPRTCHUCS S

(a) Trouver A telle que Xn+1 = A:X; en déduire queX, = A™:Xo.

(b) On va chercher A" par un changement de base ici.
Notons A = Matr [f; ( {® | )], f endomorphisme. Calculerf({ ' |) puis f&{ + |).
Déduire 9P inversible :P :AP = D, ou D = diag(1;4) (car ci-dessus f!(u) =! u;
fv)=4 v.) Conclure que: A= P:D:P 1; A"= P:D":P ! et achever les calculs.

‘Utilité du calcul de M", M matrice.‘ Soit (up); (vn) :

. SoitA, B carrées telles qué&A+ B+ AB = O; montrer que AB = BA. [Ind. Calculer (I1+A)(1+B).]

. Pour A = 42 75 préciser (A) = fM :A M = M Ag. MontrerqueM?2= A=) M 2C(A).
. (a) Prouver gue pour un projecteur, en dimension_nie Tr(p) = rg(p). . o5

judicieuse
(b) Montrer qu'on ne peut pas trouver deux matrices (carrées)A; B telles queAB BA = I,.

. I, et A= é 1 ont méme rang, trace, déterminant; mais ne sont pas semblads

I |
Discussionde I'équationf!(x) =" b(),f2L(E;F) Que dire si b 62m (f)= f(E)?

On suppose mair]tengaﬁt b2Im(f) et soit X1 une solution. Vérier alors (), ' x !xl 2 Ker (f).

Donc x = X1 ¥t ,! t dansKer (f), noté hx =!x1+ Ker (f)", énoncé comment ?
ler exemple: Anp:Xp1 = Bn1i: Nombre de solutions selon le rang = rg(A) (quand il y en a).
2éme exemple y 7f! a(x)y%+ b(x)y. Ici () est: f(y)= c(x). Préciser le cadre convenable.

atb a b _ o, 11 ., 1 1
a b atb dPZRIUS V=
Montrer que A est un sous e.v. deM »(R). Calculer U%;VZ;UV;V U; structure de (A;+; )?

4 7
2 5°
A2+ A 6l = O, déduire queA est stable par . Résoudre ¥ =x dans A ; véri er que les solutions

autres queO et | forment une base ; déduire qué\ est un sous-anneau commutatif (!), non intégre.

Montrer que A est un sous e.v. deM »(R). De




Chapitre 23

Déterminants 2x2, 3x3, etc.

23.1 Déterminants 2x2

23.1.1 Notations

. R ) ax+ by=c¢ I I ] - _ ! 1
Soit le systeme 2x2(S) : a% + Ry = & (8)) xvi+yvo=b() AX=B( f(x)= b.
o a || b ! c a b c X
ol vi= o i V2= o b= QO A= L = CO,X: y

et: f endomorphisme de matriceA, tout cela , dans la base canonique d&? par exemple.

On est en dim. 2 et A est carrée

Dou { v vy) libres() générateurs) base) A inversible( f bij. 0 f inj. 0 f surj. !
Dans le cas de matrice inversible : |
le systéme a une solution unique; cel® b (quel que soit le second membre), a savoirX = A 1:B.

23.1.2 Résolution

a b c b a c N
Posons D = o o = at b Dy = O cd bé Dy= 0 0= ac® c:a®de méme :

OnaA inversible() D 60, D étant appelé déterminant principal ; dans ce cas on dit
Théoreme R i _ Dy Dy ..

systeme de Cramerl'unique couple solution estx = F;y = R SiD =0, on regarde.
Démonstration

1) Voir que 8D =0 by 1", v, liés (exercice). De méme formules de Cramer laisséegt cf. Il

! !
3 Remarquons pourf !(x )="b : Soif b 62m(f) : ce qui équivaut a pas de solution.

|
2)Sib =0 5 Soit b 2 Im(f) : au moins une solutiohxl et alors (linéarité) by X1 + Ker (f)"
dans ce cas, il y a :dimKer (f ) = (hombre d'inconnues rang) lettres arbitraires.

Y4y =
Exemple| Résoudre mx=+y n12 1
X+my=m-+1

OnaD=m? 1. Doncpourm® 1, une solution unique ( nir les calculs).

Sim =1, le systéme devient x+y=0 Impossible.
X+y=2
XxX+y= 2

Sim= 1 ona 0 x y=2 Innité de solutions (une droite a ne).

X y=2

153
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23.2 Deéterminants 3x3

23.2.1 Notations et résultats énoncés

0 1 0 1
ail A2 a3 il A2 a3 | ail | |
SoitA = @ay; ay, ay3P ;onvaconsidérer détA) = ax axp azs :Si vi@ayAl vy vganalogues,
az1 az2 ass az1 az2 ass aszi

exprimeés en baseB!(ell', ez", e3) de E, on dira aussi que c'est : dég!( Y, 1", v 2", Vv 3).

1. dét(A) est un nombre [on dit "forme"] et |dét(A) 60, A inversible, ' vt v v 3 nouvelle base

2. Linéarlité /1élre clolonlne- Lol by by L
détg{( U1+ Vi Vo va) =détg(ur vat va) +détg(vi v va) et

détB(! \Y; 1", \Y; 2|', Vi)= détB!( v 1", \Y; 2|', V3) Idem / chaque colonne :"forme trilinéaire".
1) détB!( v+ by 2|', % 2", v 3) = dét B!( % 1", v 2|', v3)+0 [développer le terme a gauche]
2) dét(:A )= S3:dét(A); alors que pour les dét 2x2 : 2 g = 2 i 3 !

3. Si on transpose 2 colonnes, on change le signe : forme hdaire "alternée" (ou "antisymétrique").

détB!( % 2", v 3", v 1) = dét B!( v 1", % 2", v3) (2 changements de signes.)

4. Développement suivant une colonne dé = (a;; ).
Supprimons lignei, colonnej : il reste un déterminant 2x2, noté D;; appelé mineur relatif aa;; .

Posons ensuit¢ j =( 1)"1:Dj | j est appelé cofacteur dey;

0 1
+ +

a1 a .
11 s Les signes @ + A,
a1 ags + +

Développement/Colonne 2 : dét@) = ajo: 12+ agy. 20+ azy. 3. Idem / autres colonnes.

Exemple : le cofacteur deas, est ( 1)3*2:

1 0 O
1) 2 0 = 1: 2 3. [Colonne 3] Onretrouve A (triang.) inversible () kK 60.
3 k=1

ail A2 a3
2) ap1 ag apz = ajpiagpiaszzt apridspiagzt azpidipiaps  aziiagpiadiz  apriapiazs  ajpiageiags.
az1 dz2 ass

C'est la reégle de Sarrus Mais si A contient des lettres, on vise une expressiofactorisée .

23.2.2 Des exemples

1413 1 0 13 1 0 O 100 100
D=2 5 17=2 3 17=2 3 9 =( 3)( 1):2 1 9=3:2 1 0=3:2=6
3619 3 6 19 3 6 20 3 2 20 3 2 2

(En faisant C, C, 4Ci;puisCsz Csz 13Cq; mise en facteursC,;C3; C3  Cz  9Cy;...)

1 coqgx) cog?2x) 1 cogx) 2:co9x):cogX)
D = co9x) cog2x) cog3x) = cogx) co92x) 2:coy2x).coqx) (avecCz Cz+ Cy)
cog2x) cog3x) cog4x) cog2x) cog3x) 2:coq3x):coqX)

Etdonc: D =0 (pourtout x 2 R) car les vecteurs colonnes sont liées.
1 a 2a 1 a 1 2a 1 1 1 1

D= a 1 a= a 1l a 0 =(a 1DRa 1) a 1 0 =(a 1)(2a 1@Ba+l)
2a 2a 1 2a O 1 2a 2a O 1

(n par Sarrus; on aurait pu faire C, Cy ... L'important est qu'on sache quandD est non nul).
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23.2.3 Autres résultats

1. | dét(tA)=dét( A) Donc
Le caractere linéaire a lieu sur chaque ligne.
Egalement le caractére alterné.
En n, on peut développer par rapport a une ligne.

1 a 2a
Dans l'exemple vu : PourD = a 1 a :sionremplaceL; parLi+ Lo+ L3z sans
2a 2a 1

changer le résultat, on voit que 3a+1 se met de suite en facteur.

2. | dét(B:A)=dét( B).dét(A). | (matrices carrées). Donc
SouventB:A 6 A:B ; cependant méme déterminant (et méme trace).
Si A inversible, AAA 1= 1,= A LA donne dét(A 1).dét(A)=1; donc |dét(A 1) =1/dét(A):
Déterminant d'un endomorphisme en dim nie (2 ou 3) :
On a doncf représenté parA ou par P AP selon les bases: or dé AP )=dét(A). D'ou

Pour f endomorphisme en dim. 2 ou 3, on appelle dét( le déterminant de
n'importe quelle matrice représentantf:

Dé nition

3. Remarques
Pour A carrée, dét{A:A) = dét(A)2.
Tr(B:A) inconnue; détA + B) inconnu.
Si Ass antisymétrique : tA = A) dét(tA) = det(A) et :

( 1)%:dé(a) donc detA)=o.

Mais faux pour les matrices antisymétriques 2x2 : 2 OC = .

23.2.4 Déterminant de Van Der Monde

1 a a
llsagitde D=1 b B =V(ab;g. OnaD =(b a)(c a)c b);doncD 60, a;b;cdistincts.
1 ¢ ¢&
Démonstration®
1 a a? 1 a a 1 b+a
D=0b a (b a)(b+a) =(b a(c a0 1 b+a=(b a)(c a): =
1 ct+a
0 ¢c a (c al(c+a) 0 1 ct+ta

23.2.5 Généralisation

Tout se généralise au cas = dim(E) > 3, sauf la régle de Sarrus (un dét. 4x4 a 4! = 24 termes).
Par exemple : Pourf endomorphisme, { bijectif) ( dét(f) 60; et dét(gof)=dét(g).dét(f).
Ou encore, dét:A )= ".dét(A). Exercices (**): dét(ji | jnn=( 1" Li(n 1)2" 2

1 2 3 n

n 1 2 :xn 1 n" Li(n+1)

g = dét(A). dét(C); n 1n 1 x:on 2=( 1)L >

O @

[déja, casn = 4];

2 3 @:n 1

! Autre preuve :
1 a &
SoitD(x)= 1 b
1 x x
Si b= a, déterminant nul : 2 lignes égales.
Sib6 a, c'est un polyndme de degré 2, nul ena;b distinctes; donc D(x) =(b a)(x a)(x b).

o]

: D(x) est un polyndme enx de degré au plus 2, de terme dominant 1

IN)
o
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23.3 Utilisations

23.3.1 Systeme carré 3x3
8
< ax+by+cz=d

Soit (S)  a%+ By + c%=d® . Comme pour les systémes 2x2, on dé nit D [déterminant principal]

a'x+ b'y+cz=d"
et Dy [remplacant Colonne desx par Celle du 2e membre]Dy, D, : idem.

D D D .
Alors|D 60 () A inversible; solution uniqguex = —;y = Dy,z = FZ SiD =0, on regarde.
Démonstration des "formules de Cramer“ ou l'on voit I'importance de la linéarité.
Déja (S) () X v 1+ y Vo + Zv 3 = b. Pour X [et analogue pour les autres]

ona: det(b v§' v3)—det(xv1+ yv2+ zv3, v2, V3)= xdegvll, v2', v3). Donc :Dy = x:D.

< +y z=5 < X +y+(1 mz=m+2
Exemples (S1) = ( 5)x+3y+7z=7 (S2) . (1+ m)x y +2z = 0

X +3y +2z=4 T2X my +3z=m+2
Pour (S;) D 60 ( 62 fl;69; siD =0, pivot de Gauss. Pour &), D= m(m 2)(m+2).

23.3.2 Matrice inverse d'une matrice carrée

O 1

1 Matrice B 1
Ona|A inversible )  det(A) 60 ; dans ce casA ! = FEN) :@ transposée A et dét(A 1) = RTINS
et(A)’ des cofacteurs el(A)
Démonstgatign o 4
X1 Y1 1 Y1 a2 Qs 1 )
Car: A: @A = @A =) xg = : yz ax A = —[y1 11+ Y2l 21+ Ys ozl Xoi x3idem.
X det(A) D
2 Y3 az2 ass
Remarques
Pour une matrice 3x3, ¢a fait 10 déterminants ! (et transposg ! C'est donc une formule théorique
1
: . ab 1 d b 1
Si matrice 2x2: = —— . Et det(A )= ad bg !
== c d ad bc ¢ a ()(deZ( 9

23.3.3 Equation d'un plan vectoriel de R® (sur un exemple déja vu avec le Pivot)

0 1 011 011 011 011 01
X
1ére solution’ x@yAZ = Vec[@A ;@A] ()9 ; : :@A +:@A=@A . cf ch E.v.
z 1 3 1 3 z Co
2éme solution: checher{a; b;9 6 (0;0;0) : ait une équation du type ax+ by+ cz=0(u;v 2 ).
X 1 1 x
|3éme solutionf x = @A 2 () 1 2 y=0. (=) )3 vecteurs dun plan sont liés, dét. nul.
1 3 z
(=) InversementI : cles 3 vecteurs sont donc liésy;; ; non tous nuls : uI + v xS O IAlors
6 0 sinon’ u; v seraient liés : or on a un vrai plan! Cela termine : x = 1=: ( u+ :Iv).

| Remarques nales

Orientation d'un e.v. réel de dim 3 : Soit B et B®deux bases deR®. On a détg(BY 6 0. Donc, surR,
détgB®> 0 ou détzB°< 0. On dit que B®a la méme orientation queB ; ou bien l'orientation inverse.

Si B et BY sont orthonorméeson verra [R® e.v. euclldlen]que det(PB.B 0)= detBBO— 1. Donc avec
Pgig » = Pgig o:Pgag = SI B et Boon dlrectes on déduit detB(u % w) = detBo(u V) w) Clest le

"produit mixte", noté Det( u, vt " W) ou’ [u, vi ,» W] : dét. dans n'importe quelle base o.n.d.!(ch.24) Et

Dét‘(u",v!;w):tu';v",w]:tu"!v)!w. Dot : 'x 2 0 !(u’\!v)!xzo. Solution 3bis) !

Retenir . Vec(u; v) 2y A v, !(u",v) libres.




23.4. (*) EXERCICES EN COMPLEMENTS 157

23.4 (*) Exercices en compléments

23.4.1 Matrices a diagonale dominante (Théoréme d'Hadamar d)

X
Soit A = ('@ ) une matrice telle que8i; j a; j > j &; j; montrer que A est inversible. Corrigé:
jgi;j=1

L'énoncé dit que sur la lignei (i quelconque)j a; j> Somme des valeurs absolues (ou modules) des
autres termes (surC peut-étre).

Pour les matrices 2x2 i 3 , celadonnejaj>jbj; jdj>jcj; etilestclair que dét(A) 6 0.
Mais on ne va pas continuer avec les déterminants, méme pouar= 3 :
X |
Contraposée : siA non inversible, 9 ¢ non tous nuls tels que k' vi= 0.
k=1 X
Soiti tel quej jj= maxj g j> 0. Alors pour cette lignei : i = K - QK -
k6i; 16 k6 n

On divise par ; on prend les modules; [l'inégalité triangulaire conclut.

23.4.2 Polyndbmes d'interpolation de Lagrange

Soit ag; ::;;a, n+ 1 valeurs distictes deR ou de C noté K.

(x  ag):(x ak (X ak+1):(x  an)

(&  ao):i(ak & 1)(ax  akr):i(a  an)
ol le terme manquant en haut est(x ax) et en bas(ax ax); pour k variant de 0 an:

On considére, pourk 2 [[0; n]], les polyndmesL i (x) =

1. Préciser les valeurs dé;(a) a l'aide du symbole de Kroneckerj; =0 sii 6 j et 1sii=j.
X

2. Montrer que I'on a une base de&K,[x]. Composantes du polyndmeP (x) ? Que dire de  L;(x)?
i=0

3. Pourn=2,K=R,ag<aj<ajdessinerLg; L1; Lo, (3 paraboles et g.1).

23.4.3 Autres énoncés g
< x°= x + az

b). y’=(a 1x+(b 1)y
' 2= y+ bz

0_
_ . _ X°=(1+ m)x +3y
1. Noyau etimage d'endomorphisme. a) V= x+(1 m)y
[Pour a) 2 valeurs particuliéres dem a voir. Pour b) cas ou, au choix,f bij., dét(f) 6 0, rg(f) = 3;
Ker(f)=f0g, Im(f)= E, A inversible. Puis : si autres cas (lieu ded;b) ?) voir rg(f)=2.]

0 1
123 1 0 1
217 7 11 ! 1
2. Rang de :A = 0 2 5§ B=@ 2 a bA [Op. élémentaires avec ou sans noyau.]
140 7 13 22 1 c

3. Soitf un endomorphisme tel quef"” 16 O; f" = O; n> 1. n est dit indice de nilpotence.
Montrer l'existence dé u tel que! u ;f!(u);:::;f n 1!( u) soitlibre. Etdonc: n6 dim(E).
On prend n = 3 = dimE . Matrice de f dans la base(f 2(u):f(u)} u)? Existence d'une telle ap-
plication ? Déduire que'of = fo' , ' = a:ld+bf+cf?; puis que I'équation’ ? = f estimpossible.

4. Soit f;g endomorphismes tels quéog gof = Id. Prouver fog" g"of = n:g" “n2 N .
Rappeler pourquoi est-ce impossible en dimension nie (awela Trace).
CasdeR[x] g: P(X) 7! xP(x) et f: Px) 7! Pqx) ?
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M+ Exercices : Déterminants PTSI

1 a a a b c
1. (a) Factoriser 1 b B (b) Vérier ¢ a b= (a+b+c)(a+bj+cj?)(a+bj?+cj)
1 ¢ @& b ¢c a
1 coga) sin(a) sin(a; + by) sin(a; + bp) sin(a; + b)
2. (a) Factoriser 1 cogb) sin(b) (b) Soit D = sin(az + by) sin(ax+ bp) sin(ax + k) :
1 coqc) sin(c) sin(az + bp) sin(az+ bp) sin(az + bg)
Montrer que la colonnej de D s'écrit sin (b )': c +cogy )': S ;! c!; s xes:D=0"!
8 + 3 13
< X+y 3z= 7 " — Lo
3. Soitle systéme  2x+y 22- Calculer le| dfaterml'nant prmmpal.‘ CE)ncIu_smn ,
Xx+y+z=3 Que penser d'une résolution par les déterminants ?
010 1
1 1
4. | Equation cartésienne* deVect@A :@2A dansR® ?  [C'est une question de cours.]
3 5

5. Divers et autres systemes () ‘Montrer gue : A nilpotente =) dét(A)=0 ‘
8 8

< X +y+z=1 < x+ay+a’z+a =0
(b) Résoudre = x+ vy +z= . (c) Soit . x+ by+ Pz+ b*=0 aveca;b;cdistincts :
xX+y+z= 2 X+ cy+cz+ct=0
ce dernier : montrer qu'on a une solution unique;
(*) puis sans calculs que. x = abc; y= ab+ ac+ bc; z= (a+ b+ c¢) !

»

e . . . .l .
. Dans E espace vectoriel de dim. 2, muni d'une base{; | ), trouver la matrice A
de la symétrie vectorielle s par rapport a la droite vectorielle y = x de direction y=2x ?

Indications | Justier que s({ J ):!.{ |! | ; calculer de mémes( { +2 | ); en déduire la
matrice Adesenbase (?(u = { *|;’ v = {+2]). Justier que dans i {: | ) la matrice
estA = P:A®P 1 P & préciser et nir les calculs. (EtsiB proj.sur y= x//y=2x ?)

Véri er | avec la trace; le déterminant; puis ave® 2, Pourquoi a-t-on ici A 1=A? [Usuellement,
on part d'une matrice et on en donne une description géoméfue. Ici, c'est I'exercice inverse.]

0 1 0
1 1 1 1 1 1 ab
7. |Calculer M"|pour A = 10 B=@ 1 1A; C=@ 1 cA [C=1+N ici.
1 1 1 0 0 1
0 1 O 1 O 1
a b 2 3 2 1 01 2 4 3
8. Inverser:A= . déi(A ho2 @ 2 3A; @o 1 1A; @ 1 1A [celle-ci déja vue]
1 1 1 11 1 2 2 1

Les déterminants sont facultatifs etsouvent médiocres ici

9. Curiosité : Soit B3, et Ays; dét(BA) et dét(AB) existent; @y se demande s'ils sont égaux !

10
Véri er que dét(AB) 6 0 dans le cas A = (l) 2 . B =@ 1A. Calculer dét(BA).
00

(*) En général : rappeler pourquoirg(BA) 6 min[rg(A);rg(B)] 6 2; conséquence sur déRA)?




Chapitre 24

Géométrie de l'espace RS

24.1 Espace ane E= R®; espace vectoriel associé.

24.1.1 Points, Vecteurs  [On revient aux points ici !]

R® étant I'ensemble des triplets de réels. On considére :

soit R® = E comme ensemble de pointson dira ici : espace ane E. (1;2; 5) sera un pointA.
soit R® = E comme ensemble des vecteurs assodfBien voir la notation, ici) : on dit alors I'espace vectorid

E associé a l'espace aneE. (; 1;4) seraici un vecteur u, dans ce contexte !

|
La donnée de trois vecteurs non coplanaire'(s{", | k) est une base d&E = R3. |
La donnée d'une origine (un pointO) et d'une base deE est un repére deE = R® ane : (O", {", |; k).

| |
|Lien entre E et E :| Soit A 2E; alors M 2E , AM 2 E (Notation de Grassman :M = A + AM )
et on peut changer de point-origine avec la relation de Chast : AM ="AB + BM .

24.1.2 Le plan ane dans E muni d'un repére

Le plan ane P(A(Xo;Yo;2o0), dirigée par le plan vectoriel (! ul, v vecteurs noncolinéaires) est tel que

I |
M2P , 'AM 2Vec|(u", v) ,9 ; 2R:AM = Yu+ v "paramétres” décrivant R.

Un systémed'équations paramétriquesd'un plan a ne contient 2_ paramétres : peu commode !

On préfere pour le plan , une équation cartésienne.

Deux exemples

1. Equation cartésienne du plan P[A(Z;0; 1);! u (18' 1 1)'; v (1;2;3) non colinéaires]
< + =x 1 (2

Raisonner par équivalence.M 2P , 9 ; 2R +2: =y 0 (2 (1) et(2) donnent :
: +3: =z 1 (3
=y X+1; =2X y 2. Enreportant dans (3) trouver : x 2y + z=2 ou toute

[
autre équation proportionnelle. Faire aussi avec det'( u", v;AM)=0 (idem.)

2. Bien voir que : 2x y=1 désigne un PLAN ane // 0z (non pas une droite !)

En cartésiennes, une équation du pla® est du type ax + by+ cz= d;(a;b;9 6 0:
Théoreme| On obtient les plans paralléles en ne faisant que varier que Icoe cient d. Ainsi :
ax + by+ cz =0 est aussi appelé plan vectoriel , directeur du plan ane P:

Démonstration généraleavec lesdéterminants (*) : Le plan vectoriel associé [vu] det'( u", v", x)=0.
I I
Le plan a ne a pour équation : det'( u!, ViAM)=0.| Car: AM = tu+ty ) vecteurs liés. Et:
! i !
Si vecteurs liés :Au + bv + cAM = 0, (a;b;9 6(0;0;0);! u!, v libres) c60 : AM = Tus v

159
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24.1.3 La droite (ane) dans E muni d'un repere

| |
La droite dé nie par A(Xo;VYo; Zo0), dirigée pa'r ug 0esttellequeM 2D, 9 2R:AM = Yu.

<
ou|9 2R:

x

L . X X zZ Z
en paramétriques| En cartésiennes, 0-Y Yo_ 0 avec

N < X
N <
InoIn

0
0
0

la convention : Quand on a, dansR, = 1 avec au moins un dénominateur non nul :
si un dén. est nul, le numérateur correspondant aussi ! (en et, le rapport existe dansR, noté ).

Comme ax + by= ¢, (a;b) 6 (0;0) est un PLAN ane dansR?® (dailleurs/ Oz aisément !) on a :

Dans R® a ne, une droite a ne en cartésiennes apparait comme intersection de 2plans a nes
non paralléles; il y a donc 2_ équations cartésiennes pour une droite a ne de RS.
En paramétriques : 1 paramétre ; en cartésiennes : 2 équatisnDroite préférée en paramétriques

. ! 1 2 3
Ainsi D(A(1;2;3)'; u(d;, 11)AM = "ul encart. X =Y =Z

x+y=3\y+z=5,

1 1 1
RésUME Dans RS2, un plan a ne est plus commode en cartésiennes : 1 seule équat ion.
A Mais une droite a ne est plus commode en paramétriques : 1 seu | parametre.

24.2 Espace vectoriel euclidien E = R® : vecteurs et produit scalaire

24.2.1 Angles et normes de vecteurs [a& nouveau l'orthogonal ité ]

1. Dé nition du produit scalaire .

I |
Soit 2 vecteurS u = 'OA% v = OB, on dé nit le produit scalaire par :

n

Tulv = kuk:kvk:cos( ) ou = anglé(u", v).| Donc kukz='u'! u; kuk= i u-’u.
A noter
1) On a doncl'inégalité Cauchy-Schwartz : j' u'v |6 kukkvk: !( uiv <0 possible !)

Il ! A
Zf u el v sont orthogonaux, * u* v =0. Et 0 est le seul vecteur orthogonal a lui-méme

2. -Propriétés Un p.s. est uneforme bilinéaire symétrique, dé nie, positive
1)Ona’ u 'V 2R : ondit pour ceci "forme".
2) Linéarité par rapport au ler vecteur(a{: up+ B:u 2) by = a:'( u 1! v)+ b!( u 2! V)
Et aussi par rapport au 2éme vecteur : on dit forme "bilinéaie".
3) u v ' v !y : on dit forme bilinéaire "symétrique".
Hdu2E=R2:'u'u > 0: "positive”.

5) Enn ulus= 0) 'y = 0 :dénie", [Preuves en exercices (*)]

3. \ Norme de vecteurS'i u 7! l'( u k est une "norme", c'est dire I<u k 2 R* et 3 autres axiomes
1) kuk=0)'u=0 2 k!uk=j j:kukpour réel
3) Enn linégalité triangulaire, appelée ici de Minkowski : ku + vke kuk+ kvk.

Démonstration 1) vu. 2) vu aussi car : (:l u) (:l u)= 2:!(u ! u); etc.
|

3) Calcul essentiel : ku + Ivkzzt u+ v; !(lu + v)=! u-u Jlr! uI 'y +!l Y |! u+v! v ; par
bilinéarité ; par symétrie ku + vk? = kuk?+2u' v+ kvk2 Puis! u'veju'vie kukkvk

. .y, " . s [ .
Exercices L'inégalité de (C-S) est une égalité si et seulement'su ;" v sont colinéaires.

., ., , ., | | .. A | |
L'inégalité de (M) est une égalité() ° u; v colinéaires de méme sengcar de plus-u - v > 0.)
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24.2.2 Théorémes géométriques

1. | Théoréme de Pythagore généralisé ou d'Al-Khashi :ku + vk2= kuk?+2u' v + kvi2

Démonstration vue.
Interprétation

| | | | | |
Soit un triangle A;B;C; BC = a, etc; alors (BA + AC)2="BA?+ AC?+2BA AC;
ou la relation des cosinus :|a®> = B>+ ¢ 2bc:cogA)| car cof A)= coqA).

Remarque Le p.s. a l'aide de la norme : 'u'v = %(ku H4viz K uk? K vk,

2. | Théoréme de la médiane ou du parallélogrammleu + vk2+ ku ' vk2=2:kuk?+ kvk?.

car: ku "vi=kuk® bu'v +kvk Interprétation vue au chapitre C et Géométrie

24.2.3 Bases orthonormées a 3 vecteurs, ici

I I
Bien sdr ;] { ' | ; k est une base orthonormée si vecteurs orthogonaux &t{ k=k | k=kkk=1.

1. ler intérét : le produit scalaire est facile.
Soit! u :x|:{+y':| +z':k;!v:xh.{ +yh.| +zb.k;
Dans une base quelconque, le produit scalaire est compliqgire le calcul comme dansR?).

T . T o1
Mais : 1 {; | k orthonormée=) * u " v = xx°+ yy%+ z2°; kuk?='u'u=x2+y2+ 22

. B PS5
Ainsi kuk= ' x2+ y2+ z2, connu !

2. 2eme intérét : de méme, les composantes sont faciles.
. ] ] ] f 1 o !
Ecrivons" u =x{ +y| + zk; alors:"u " {=x;, "u’| =y, "u k=z

] I
Et donc |en base orthonormée, on a I'égalité u :t u' {)':{ +{ u' | )': | +t u k)k.

Remarque importante en pratique :
L | | | | | . .
Si’ e1;" e; ez est une baseseulement orthogonale (donc e;;” ;" e3 non nuls en particulier),
I

onaici lu= Y@L, Ue L  ule
ketke T kek? keskz
Eneet: ! u = ."e1+ ."e2+ 'eg donc! u !e1= :!(el!el)z :kelkz. D'ou
24.3 Produit vectoriel, produit mixte dans l'e.v. R3

24.3.1 Produit vectoriel dans  R® espace vectoriel euclidien orienté

T B , o . .
"E.v.e. orienté " signie :* {7 |; k, orthonormée, donne I'orientation ("régle du tire-bouchon" usuelle).

o] | A I . 1 | ., .
Ondénit' u~ v comme le vecteur de normek u k:k v k:jsin(u; v)J| [nul st u; v colinéaires]
de direction orthogonale au plan vectoriel (3 v), de sens tel que(u; v; u ™ v) soit directe.

I I ! Il S L
| : ' u ~ v = 0 I() 'Iu; % Icollnealres (équivalence) |
(U UM v =uUuMv+u»v et (fu)vs=:(unrv)

Propriétés| I ] T . N
— Vv~ u="u ~ v ;  etdonc linéarité aussi par rapport au 2eme velcteur

ku ~ vk=Aire (géométrique ici) du parallélogramme construit suf u® v.
. : . : : | | ] ]

Démonstration en compléments (*). Bien voir par contre que v ™~ u = ° y Ny

| | | | , . | : . L.
Voyons (up+ u)™ v =u”™ v+ u 2™ v, le reste étant facile. (|:a'sv 6 0 sinon évident.
~ ] ! . . ! , .
On va méme supposer quev = K unitaire, car si on prend v = : K, c'est aisé.
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Notons l; I J K une autre base orthonormée directe. Posdne = X | + Y J+ Z K e et p= X! I +Yl J.
Assez a|semen{ R K = p" K (méme dir., méme sens, moowle) comn(é( | +Y:J)" K estcolinéaire
a Y:I X J (avec le produit scalaire) et de Imemle norme, (X 2+ Y2) op déduit facilement que :
(X: 1 +YJ)"K—YI X' J. Donc ici: 'u"v—(X |+ Y2 +ZK)"K—YI X: J

et la linéarité par rapport au ler vecteur (le caractere addif surtout) est alors bien visible !

24.3.2 Conséquence

| |
Avec u=x{+Yy]| +2zk:v =x0 +y° + 2% dans une base orthonormée directe quelconque, on a
| | | |
donctu ™ vo= X { AL +y0 +Z20%)+ Y| A KOL + YO + %)+ zk A (XOL +yO] + %) = ...
(linéarité par rapport a chaque vecteur) ou bien :

Pudv=m=(y?® 2y { +(2x® x2Y | +(xy° yée)k. .
0
01 04 >z/ >z/0 ou yz° zy°
X X , 50
Que l'on retiendra ainsi: @yA A~ @A = Bzx° xz° ou  soc !
0
0

X, ou Xy©  yx
YO

Remarques (seule la 1ére est importantep

: 1 T T I . .
Attention : SI u; v non colinéaires,u; v; u * v est une base, mais pas forcément orthogonale !
Lo o R .
Par contre s1 u; v unitaires et orthogonaux, c'est une nouvelle base o.n.; et éme directe.

On a encore lidentité de Lagrange  (u ' v)2+tu” v)2= kukZkvk2.

! I I
Formule du double produit vectoriel' a » (b A c) :( a' c):b !( a’ b)': c. En exercice.

24.3.3 Produit mixte dans  R® espace vectoriel euclidien orienté

I
On dé nit le produit mixte par (u A v) w. Donc, en base o.n.d., Siv = x {+ y | + 2"k

alors : pm, aussi appelé déterminant des 3 vect. en base o.n.doté au choix Dek u; v", w) ou
O n
X X° X
Tutviw] vaut: vy y0 y' o= xy%+ y2&+ zxQ vk yx%' xzd" (régle de Sarrus)
0 m
z 720z

Remarques et interprétation
Nous n'avons ici les déterminants qu'en base orthonormée rdicte (notes Dét au lieu de dét);

ils sont mdependants de la base o.n.d. ch0|5|e (Y [on ne mptus { | ; k dans ce qui suit] car

Det(u, vt T W) |1 0 I" " —t un v).w —[ u, vt , W] (notation). | Cf. n ch.23.

Avec cette relation, on a aisément :
j produit mixte j =Volume (géométrique ici) du parallélépipéde construit su u v w.

car ku ~ vk=Aire (vu) et Surf-base.hauteur = Volume du parallélépipéde (...)

24.3.4 Propriétés

Les propriétés de Dét(ul, v", w) [dét. en base o.n.d.] sont celles dedéterminants.

Dét'(u';v",w): Dét'(v';u';w):+ Dét'(v",wl',u); d'ou!(u"!v)!w:tv’\!w)!u!

Etc.
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. , . ‘ . | |
Remarque facultative : déterminants 2x2 en Pase orthonormée Soif u = x {+v]; Ion plonge R?
- ! ! | ! ~ | I I !
dansR® en écrivant’ u = x { +y| +0:k ; de méme avec v = x°{ + y°| +0:k. Alors:
0

0 x x° 0 | | |
XXz y yo=tutv) k= kukkvksin(u! v):k "k = kukvksinut v) = Aire.
Y'Y 0 01 |

Un déterminant 2x2 en base orthonormée directe , qu'on peut écrire Dé{( u; v) vaut donc

S S . , . .
Dét(u; v)= kukkv kisin(u; v) et représente "Alre (alg.) du parallélogramme ‘ construit
R : Lol I . - .
a partir des vecteurs u; v ; (c'est un produit mixte dans R? si on veut; mais terme a éviter ici).

24.4 Espace ane (les points ici ), euclidien (vu) : E= R3

24.4.1 Plan ane et sphére en repére orthonormé

1. Distance, Angle, Repére orthonormé.

Soit I'espace ane E = R3: ensemble des points; on munit I'espace vectorié (les vecteurs

associés) d'un produit scalaire’ u ' v = kukljvkcog )= xxa+ yy’+ zZ° en base
1~

. . l - . .
orthonormée, qui donne angles et distances : (A;B) = kABk= "AB2= {(AB "AB):

2. Le plan ane dans E= R® ane euclidien avec repere orthonormé.

I z T :
Aspect vecteurs : Soitn 6 O ; les vecteurs orthogonaux an forment un "plan vectoriel”

uln =0() ax+ by+cz=0.

noté' n? déquation: 1 u(xy:z)2 n? (

Aspect points : le plan ane P[A(Xo;Yo; Zo), orthogonal a n] a pour équation :
I I
M2P() AM ?'n( AM'

“n =0 quidonne a(x xp)+ by Vo)t c(z z)=0

Théoréme

I
Posantd= axg+ byy+ cz, ona P :ax+ by+ cz= d,! n(a;b;9 6 0 étant orthogonal
jax;\+ by, + cz; dj

P
a2+ P+ c?

au plan. Deplus8M12E ,ona (M1;P :ax+ by+ cz=d)=

Le ler point est ci-dessus : plus facile avec un vecteur ortgonal.
Le 2éme (*) : exactement comme dans le cas Géométrie &, qu'on relira ici.

I I
Dans RS2, plan ane en cartésiennes : 1 équation 'n 'AM =0 ou' n ‘OM = cte
Mais la droite a ne est plus aisée en paramétriques : 1 parame tre AM = I u.

|
Remarque On a vu que le plan a ne avait pour équation dét'( u", v;AM ) =0 ; donc en base

T I
orthonormée directe| Dét(u' v;AM ) =0 ou (u ~ v) AM =0.| Correct :!

Plan orthogonal & n (1: 1; 2), passant parA(L; 2;3): distance de l'origine au plan?

Trouver x+y+2z=9 et =9= 6. Fig.
3. La sphére en repére orthonormé Au choix :

(x a?+(y b?+(z 0?=R%;x°+y?+2?> 2ax 2by 2cz+d=0;a%+ b+ d> 0.
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24.4.2 Problemes d'intersection dans E = R® ane euclidien

1. Intersection plan a ne-plan ane ( surtout I'exemple ). 0 1
= a |
ax+ by+ cz _do avec'n @A 6 0 ici et |n?P 0@bOA 6 0 idem.
a%+ by +cz=d . e
T

o Si les plans ne sont pas paralléles, f n: n®non colinéaires], Imtersectlon des

Théoreme
2 plans a nes est une droite a ne de E = R®. Droite a ne dirigée par n ’\ n®.
0 1 0 1
+y+z= !
Exemple . X. y _Z _1 avec' n @A 6 0 [n 2P | n°@ 3A 6 0 et\non colinéaire an .
2x 3y=0 1 0
2 5
3 lettres, 2 équations; en général 1 lettre arbitraire; pare Xici : X=X, y= X, z=1 =X
0 J. 0 1 0 1 01 ¥ 1 031
| 0 1 X 0 3
qu'on écrit [M = A+ : u] @yA @A +x@23A ou @A=-Q@A+: G @2A,
z 1 5=3 z 1 5
. X+y+z=1 . V2 . L
On dit que 2% 3y=0 est un systeme d'équations cartesmnne#speu commodq deD et
01 0 1
0 I 3 ! |
D(A @A u @ 2 A) une représentation paramétrique AM = : u [ u =
1 5

2. Intersection plan a ne-drgite ane ( surtout I'exemple %

< X=X+ :
P:.:ax+ by+vz= d'n @bA 6 0 en cartésiennes D : y=yo+ : décrit R, paramétre.
c T zZ=Z9+
Théoréme |Si D non paralléle aP ou sfu'n=a +b +c 6 0, alors D\P =1 point.
01 01 0 1
1 | 2 x=1+2:t
Exemple . Soit P: x+y+z=1 et D(A@A: u@A) D:@=2+2:1A,
01 3 0 1 1 z=3+1
I L 2
Déja |D non parallele a P| car ' n @A u@A=560. Puis en reportant :
1 1 0o 1
1
1+2:t+2+2:t+3+t=1 ou 5t= 5 t= 1: ununique point dintersection:|@0A,
2
I I
[Complément : on peut éviter le choix d'un repére avecD : AM = Yu . P 'n BM =0 o]

3. Droite a ne-droite ane. 2 droites anes sont en général non coplanaires . cf. n.

4. Complément: Intersections droite ou plan avec la sphére.

Droite a ne-sphére : exactement comme dans le cas d&2, A relire.
Donc le théoréme de la puissance d'un point se généralise adphére.
Mais pas le théoréme de l'angle inscrit. (Que dit-il ?)

Plan a ne-sphére. Voyons juste un czftlcul | Soit la sphére CM ? = R2 H IalprOJectlon
orthogonale deC sur P : donc le planHM * n =0. A J'intersection ; i (CH + HM )2 = R?
donc CH? +2 CH HM + HMZ— R%; ouencore: HM?=R? 'CH? et M 2P.
Ainsi : ‘on obtient un cercle de centreH si et seulement si ist (C;P) 6 R; et ; sinon.‘
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24.4.3 Utilisation du produit vectoriel et du produit mixte (dét 3x 3)

1. Equation cartésienne du plan a ne P(A,! u", V) : revoir

I
Le plan a ne avec t u", v ) non colinéaires, a pour équation :(|M 2P , Dét'( u'; V;AM)=0.
0

X Xo ]
® y y =0, typeax+by+cz=d, ou !(u A v) AM =0, on trouve u N v 2P .
° z 2
I ]
N
2. Distance d'un point & une droite dansR® Exercice | [My; D(A! u)l= KAM 1u K - k.

En e et : (Observons que la droite est en paramétriquesci)

Soit H4 la projection orthogonale deM sur la droite; M1H; est le minimum de distance et
I | I

I I
kAMl’\! uk= k(AH1+'H1M1)’\! uk= kHlMl’\! uk= kHlMlk:l(uk; d'ou la réponse = HiM;.

3. Exercice : Condition nécessaire et su sante (C.N.S.)pou D; D° coplanaires

I
DansR? : |Les deux droites D(A! u) et DYB' v) sont coplanaires) Dét(AB' u' v)=0.

Pour =) ona3 vecteurs dans le plan vectoriehssocié &:x + b:y+ c:z=0) : déterminant nul.

Pour( = 2cas: S|u % col|nea|res alors droites paralléles, donc coplanaires.
s u vV non col|nea|res AB = cte:u + cte: v ; chaque droite est inclue dans le plan a ne ne(A u V)
car B appartient a ce plan! (son équation est du typea:x + b:y+ c:z= d bien sdr).

(*) Complément qui compléte la C.N.S. Distance de 2 droites en paramétriqeedansR?

Si 2 droites D(AE u); DO(B! v ) sont non coplanaires,9 !  droite perpendi-
culaire commune a ces 2 droites, les coupant éf et K. Le m|n|mum de la
j [AB u V]j

u”™ vk

Théoreme
distance PQ; P; Q décrivant chacune des droites estHK =

Eneet: (¥ | |
! u" v sont non colinéaires ici, d'od u" v" u ™ v base deRS. ([AB'I u! v ] =Dét '(AB;' u", v).)

1) Donc P(A u u A v) est un PLAN ane; de meme PO(B v un v). Etune droite est

perpendiculaire commune (en particulier dirigée paru N v) si et seulement si elle est dan®
et P or ces plans sont non paralléles (pourquoi?) donc sécantslsn une droite unique.
| | | | | | | |
2) PuisPQ? = [(PH+KQ)+HK = HK 2>4+(PH+KQ)?+0 > HK 2;etégalitf) PH+KQ = 0
qui s‘écrit au+bv=o0 et exige a= b 0 (P = H; Q K) car u", v non colinéaires !
|
3 Enn: [AB! ul v]=[AH + 'KB + HK ulvi=[HK! ulvi=tul viHk ] =
t u A V) HK = Kurvk Et valeurs absolues.

24.4.4 Divers systemes de coordonnées

|
1. | Cartésiennes | Pour M (X'y'z) dans le repere(0* {® |: k). Figure ?

‘Cylmdnques ‘ Dans (O { | ), on prend les coordonnées polaires poum :(; ) et ensuite
I
OM = Om + z k. DoncM(, ;Z ) dans la base': ufcogq );sin( ); 0] uq[ sin( );coy );0], k

Le petit déplacement etant dM(d; :d;dz ) dans cette base "locale". Fig. ?

3. | Sphériques | Attention ici, on prend r = OM 6 = Om ou m était la projection orthogonale de

M sur Oxy. On prend en général =(0z;OM), angle variant entre 0 et : co-latitude;

et: ' =(0Ox;0m) angle variant de 0 a2: : longitude.
IDans la base "locale” orthonormée er", e ",e ), (soit r seul croit, soit ...) le petit déplacement est
“dM (dr;r:d ;risin ():d' ) etle petzit }/oéume dr: rid : r:sin Z( ):d' . ;ig.? D voZIume de la sphére !

rZsin( )drd:d = " rZdr[  sin( )d ( i )N = 4 :R3=3]
0 0 0
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M+ Exercices : R® ane/ ane euclidien. PTSI

1. Equation de plan ane :
(a) Equation du plan ane P passant parA(1;2;3) dirigé par le plan vectoriel :2 x+3y z=0.

(b) Inversement partant de I'équlation cartésienne deP : 2x +3y z =5, trouver une représenta-
. Ly : | | . .
tion paramétrique du type AM = : u + I v, en prenantles lettresx; y arbitraires.

2. Autres méthodes dansR®, a ne euclidien :
(a) Equation du plan ane passant par A(3;2;1), dirigé par : 'u 1;2 1)" v(1;, 2;1) [libres]
en écrivant 9 ; AM ='u+'v eten éliminant Ies paramétres avec les 3 équations.
(b) Trouver une équation du meme pIan en prenant cette foisu ~ v comme vecteur normal.
(c) Puis aussi en écrivant De( u v, AM )=0. [Ce qui est pareil, nalement]

n | o} |
3. DansR?®, a ne euclidien . Quel est M : ! n OM = k , k étant donné, !(n 6 0)?

4. Distances Point-point :  Mi(X1;¥1;21); M (X;y;z) ? Et, cf. cours (*) : point-plan, point-droite.

5. Calcul de distances Soit D=P\P % ot P:x+y+z=1, P%:2x 3y=0. Calculer (O;D):
(@) En donnant une équation paramétrique deD(AE u) en posanty = 2:t et avec la formule vue.
(b) (*) En calculant le minimum de dist?(O;M;) = f (t) quand M décrit la droite D.
(c) ®»Ennenvériantque D P ": 2x 3y+ :(x+y+z 1)=0; puisen
trouvant tel que P% P ": etalors en calculant distO;P ") !

Lol T
6. Dans un tétraeédre régulierA; B; C; D de centreO, calculer cogOA; OB); coglA; IB), | milieu[CD].

n | 1 O !
7. (*) Analogue a ci-dessus avec le produit vectoriel Quel est M : 'aroM = b , !(a 6 0)?

|
8. (a) (*) Cours: C.N.S. pour que les droites A' u) (B!, V) soient coplanaires avec Dél;Q\B;I u", V).

Xx+2y+z= 1

(b) () Cas ouD est dé nie par les pointsA(0;1;1) et P(1;0;1); et D° x+y z=0 ?
9. (**) Perpendiculaire commune et distance entre 2 droitesnon coplanaires dansR® :
Cas ouD est dé nie par les pointsA(0;1;1) et P(1;0;1); et D° XXiZyy+ZZ:: 21 ?
. | . X+y+2z=3 P~
[Réponse: AY 3;1;0) et u43; 2;1) par exemple; D < +4yy+5z G et =2= 3

10. (**) Des quadrilatéres aux théoremes de Ptolémée. Soi;B;C; D un quadrilatére convexe :
(@) Montrer que AB?+ BC?+ CD?+ DA% = AC?+ BD?2+41J2,1 milieu de[AC]etJ de[BD].
(b) Déduire : A;B;C;D parallélogramme() AB?+ BC?+ CD?+ DA?= AC?+ BD?Z.

. . . - H 1 1 = = az + b2 Cz d2
(c) Montrer que : A;B;C;D inscriptible (dans un cercle) =) cosB = 2(@b+ cd)
avecAB = a;BC = b;CD = ¢;DA = d. En déduire AC?= x°= (ac+:t?2r(bcz+ ad)'

- . _ X _ ad+ bc
y = BD analogue; et donc |xy = ac+ bd vy~ ab+ od

(relations de Ptolémée).




Chapitre 25

Transformations de l'espace RS

25.1 Projections et symétries vectorielles  orthogonales

25.1.1 Résultat fondamental. Tout est en vectoriel aux I, Il

1. Théoréme de la projection orthogonale dan& = R® vectoriel

!(X!U)!.u

N . 1o 1 _
La projection vectorielle orthogonale surVecl( u) esttelle queix; = p(x)= T

. . | | . Sz A
Soit maintenant u; v orthogonaux (non nuls sinon sans intérét).

! I ! !
La projection vectorielle orthogonale sur Vec[( u", v) est p'(x )= Ll)le? u+ (_li(vik\;)l

Dém. AucasZ):p'(x): Tu+ .'IV; et! x'u= p'(x)+q'(x) !u:p'(x)!u: ckuk? ...

, . . o] ] | | |
2. | Remarques Dans l'un ou l'autre cas, soﬁxl cette proj. - X = X3+ X2 avec X1 2 Eq; X2 2 Ef.
| _ _ Ale =L, A2 1
Commex, ?° xl, ona: kxk?=kxk?+ kxok2. Pourquoi ? Dessin ?  Donc, pour

s'( X) =! X1 xz symétrie orthogonale par rapport akEq, on aks( x )k = kx k : conserve la norme
Tandis que pourp = proj:, (orthogonale) : kp( x )k 6 kx k. [Bien sOr Id + s_g, =2pg, ]

25.1.2 Exemple dans E = R3, avec base canonique o.n.

Expression de la symétrie orthogonale (matriceM ) / plan  d'équation 2x 3y + z=0. ‘

Solution : Avec une base de  *, dedim.1 | 0 1
| a 2
D'abord, sl {", | ; k orthonormée, alorsin = @oA 2 : ax+ by+ z=0. 'n=@ 3A base de ?.
c 1
‘o i . _ 2 : :
Puis si poeq_t la proj:» sur Vecl(n)— , par lignes: 0 1 0 10 1
'y ix = @;A 70 p(x) = ' . _ 1-(2x + z)'@23A— 1 @46 96 23A'@);A—A'X
. - d : p - W - 14 3y . A - ﬂ- ) 3 N . d - A
On aurait pu aussi trouver la matrice A par colonnes en faisanp'( {), etc [laissé]. I%t si s estla 1
3 6 2
symétrie cherchée, on a (dessin)': X s:'(x) = 2:p'(x); dou: M=13 2A= }@6 2 3A,
2 3 6
Solution bis : Au lieu de prendrep, on prend q= proj:, sur iblen sirp+qg=1d}y
4
Trouvons une base orthogonale de dedim. 2 :'a-= @1A et b='n"a=@ 1A convient
1 5

Lo !
(x'ay, , (x by

. _
[Puis q(x) = NERE b2

:b. D'ou B matrice deq; et I3+ M =2B donneM : laissé].

167
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Tr(A): rg(A)=1 (proj.)! M:M =1l3! (*) Tr(M)=+1,détM)= 1 (cf. M%en base
|

“a; b!;n). Ennon voitau Il que 'M:M = I3 était attendu, donc ‘M = M 1. CommeM =M

ici, cela expliqueque 'M = M ou que M soit symétrique; donc A aussi car A = §(|3 M):
(Rappel : une symétrie orthogonale conserve la horme  de tout vecteur, pas une projection)

25.2 Isométries vectorielles . Changements de bases o.n.

25.2.1 Dé nitions. Matrice en base orthonormée

1. Dé nition
Soit u 2 L (E) (un endomorphisme). On dit que 1)u conserve la norme sB X; ku( X )k = k x k
2) Et que u conserve le produit scalaire sBx; y :u(x) u(y) =y ! y. Clair que 2) =) 1):
En fait

Pour u endomorphisme,1) (  2) et dans ces conditionau est injectif. Donc si on est en
dim. nie, u est bijectif : on dit automorphisme orthogonal ou bien isométrie vectorielle
On appelle e.v."euclidien” : tout e.v. réel muni d'un produit scalaire, et de dim. nie
En eet
Voyons 1) 2): Pour ceci, on rappelle une expression du p.s. a l'aide de laorme

| | |
'a b= %[I(a + bk? k' ak® k bk¥. Donc :

dox) dey) = S+ dy)R K doo)k K d(y)k1= Zikd(x # y )k k dook K diy)k)

= (avec I'hypothése)= %[kx dykz K xk2 Kykxty:

Bien v0|r u injectif : | |
Six 2 Ker (u), u(x)— 0. Lanorme: ku!(x)k: kxk= kOk) 'x = 01

2. Théoreme
‘Pour u endomorphisme : u isométrie vectorielle, u transforme une base o.n. en une base oJn.
Démonstration
) ewdent car u conserve a la fois la norme et le produit scalaire.

1
( Soit (el, .5} €1) une base o.n. el 6% ,en(b son image o.n. paru. Montrons alors queu conserve
X
I
la norme de tout vecteur deE. Pour x = xi':ei , ona u(x) = xi':e. car g 0= U'(ei ).
i=1 i=1

X | | X |
Dautre part kxk®=  x? car'(g)on. ku(x)k®= x? car'(e%o.n. Egaux !

i=1 i=1

3. Traduction Soit A la matrice de u en base o.r'1.(91; :::", €n) :
u isométrie vect. 0 les vecteurs colonnes dé u!(el)' u!(en) sont o.n. Ou bien, avec'A:A =

0 1
ajr ap a;1 agp i a u(el) U(el) U(el) U(ez) s U(el) U(en)

%6.1'1.1 agp an2§ %azl agp 32n§ %U(ez) U(el) U(ez) U(ez) o U(ez) u(en)§

am;n  ax I an an1 an2 I an u(en) U(el) u(en) U(er) :: Ulen) u(en)

on a l'écriture équivalente : u isométrie vect., 'A:A = I, : on dit que A est orthogonale .

4. |Résumé. | Soit A la matrice de u en base o.n.ﬂ €r; :::",en). Alors : (on note A 2 O)

u isométrie vectorielle ou automorphisme orthogonal 'A:A = I, () ‘A=Al
0 Al'A=1, (ce quiest 'A orthogonale )( Les vecteurs lignesie A sont o.n. | De plus
On peut aussi considérer qué\ est une matrice de changement de bases orthonormées.

A20) dét(A)= 1]cardet(*!A)= det(A)]. Réciproque fausse A = (2) 122 , f!( {)= 2! {
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25.2.2 Isomeétries vectorielles en dim. 2

En dim. 2 en base o0.n. on a exactement 2 types de matrices orthonales._Dessin8
_ cog ) sin( ) aav—in - - - :

1. Théoreme A= sin( ) cog ) dét(A)=+1 : rotation vectorielle d'angle
_ coy ) sin() oAy g v = yetan(— _

A= sin( ) cog ) dét(A)= 1:sym.orth=y= x.tan(z) angle polaire —:

; et O3 abélien

Q
b < a’+c?=1
Démonstration A = q orthogonale, B+ d®=1 par Théoréme (ou '‘A:A = 1,).
ab+ cd=0

Posons a= coq );c= sin( );

b= coq );d=sin( ); ilreste coq )=0.
Si = > + k:2 , cas 1) et vu les colonnes, on reconnait la rotation vectorile d'angle
Si =5t k:2 , cas 2). Alors :'A = A *[connu] et'A = A [observé]; doncA:A = |, ou A

matrice d'une symétrie / Ker (A 1,);==Ker(A + |,) [Théoréme]. Puis calculsou remarques :

8

| — ) o _ < 1+coy )=2:cof(=2)
Ker (A 1,) = Vectl COS( _ 2) : XCOS( ) y..sm( ) _ X et. 1 cos )=2:in?(=2)
— sin(=2) xsin( ) ywcog )=y " sin( ) =2sin( = 2)cos( = 2)
Et une symétrie conservant la nhorme est orthogonale kxl ! X,k? = kxl + X k2 ) ! X1 ! Xo=0.

2. Remarques . Avec C, le calcul précédent est inutile car connu !

O .
AvecC, lecas 1) : XO cog( ) sin( ) x

sin( ) cog ) Le cas 2) :
| — |
Au 2), en base o.n.directe (| ;‘ﬁ _ g > J), la matrice estD = 10

e 0o 1 d'ou véri cation
de la Trace. Et siP la matrice de passage de {* [)a(1:J): P 1=tP et P AP = D:
Attention. Id : endim. 2, diag( 1; 1) isométrie positive; endim 3 :diag( 1, 1, 1)
isométrie négative ! Idem sur les symétries orthogonales/une droite vectorielle

en dim 2, c'est une isométrie négativ§2 O, ), avec le déterminant; mais, par contre :
en dim 3, en base judicieuse, la matrice e = diag( 1; 1;1) : isométrie positive (2 O3)

25.2.3 Isométries vectorielles en dim. 3

1. Théoreme Les isométries vectorielles positivesle R® sont toutes des rotations vectorielles
"~ | axiales. Les négatives sont plus compliquées; simplementi:2 O5 ()
Démonstration : ADMIS, mais expliqué.

Déja, sauf siu = Id, (de matrice | 3 dans toute base), il y a un
axe unigue 1 x:u!(x ) =' x g

u2 03:

qui est une droite vectorielleV eci(K ) ; c'esét aussiKer (u 1d).

: R U _ _ cof ) sin() O
Ensuite, en base o.n. judicieus€! ; J; K), la matrice serait P AP = A°= @sin( ) coy ) OA
0 0 1
. , . , A f. E I
Pour sin( ) l'axe étant orienté vue (f: .Xeme €) I ou
cf. aprés : [x;r(x);K]:

0 1
010
3 Py Anrira |f - - - .
2. |Exemple| Dans R® e.v. | euclidien| usuel, décrire 'endomorphismeu de matrice A= @0 0 1A :

1 00

Angle : forcément Tr(A)=2cog )+1.

|
Solution [On utilisera que u!( {)="k,ala n: 1ére colonne de A.]
.l | | L . é( _ I( _ I( _
Soit v 1; V2 Vv 3 les vecteurs colonnes; il est clair quek v 1k = kv k= kvsk=1 que
!

| | | | . Lo . P N
Vi:Vo=0="vqiivz= vs vz (ou'A:A = l3). Doncu : isométrie vectorielle par Théoréme
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dét(A) = +1 : isométrie positivel Donc rotation axiale par un autre Théoréme.

DAY = . R B BN o _ _ 2
[Axe]: AX = X conduita..Vect ; =-{+ | + k. [Angle|: 2co )+1=0, = 5

. ! ! . 2 . . .
Orientons l'axe par u!( {)= k: ave = 3 ou 10 lignes plus bas sin( ) du signe de

Detl (O =1' O 1=1' (1K1 1 <0ridem. (ciA’= 151 A 1= AZ= (A)

25.2.4 Utilisation du produit mixte et du produit vectoriel dans R®

1. Rappel Soit une baseo.n. B de référence et une autre basB®o.n. directe donc détg(BY = +1 .
D'ou pour 3 vecteuré u", vl', w, détB!( u", vl', w) =dét Bo!( u'; v", w) ; ce déterminant, indépendant

de la base o.n.d. choisie, est appelé produit mixte et noté Dl(éu", v!; w) ou ![ u", v!; wl.

Et on a avec le produit vectoriel : Dét'( u", v!; w) = { un v)':w ... cf. ch. Géométrie deR3.

2. Utilisations | | | | |
Dans A3z orthogonale, si v 1; v » sont les 2 premiers vecteurs o.ne 3éme estvz= v~ vy !

| |
Soit r la rotation d'angle  autour deVec[(! ), k! k= 1,! 1= =k k. SE a ?! I ,dané! ?

r!(a): coyq )':a + sin( )':! A a (I<ak: kr!(ak: ki A ak). Si x quelconque!:x Za+ !

r!(x): r!(a)+ b ;!!’lx S P ![x;r!(x)",! ]:I<! "!xkz:sin( ) du signe desin( )

car'x;r(x)t 1 1=l a;r(ay! 1=t a;r(a)=(14a)r(a)= kA akisin( ),[] =lx"1)
dot r{x)=cog )[x (x'tyr1+sing )t A x+tx!1):1 (formule d'Olinde Rodrigues).
01

0 1
I I p 0 roq
3. Etude def!( X)= A x , = @gA en base o.n.directe f estun end. de matrice@r 0  pA.
r q p 0
I

si 6!0, Ker(f)=Vec{();Im(f)=' ?.

Inversement , ayant une matrice antisymétrique en base o.n.d.on sait donc l'interpréter 2 !

25.3 Sur les applications anes _de E= R® ane

25.3.1 Dé nition et expression d'une application a ne

Soit E;F deux e.a associés aux evE:F: f :M 2E! MO2F est dite ane, s'il existe une A.L.,

] I ] |
forcément unique notéef (changement de notation pour les Al telle que|[80;: M : OM°= f (OM).

Remarque
Au |I?U de d|re "8 O;M:::", il est équivalent ge dlreI "8M ", O xé. Ene et

Si O 0= f(OM) pour02E xé, alors 09 9= f(OI) par di érence IONIO— f(IM) 8I;M .

|
Donc|MO%= Q% f (OM): Si E est d'origine O, F d'origine , MO=' f (OM)+ ' oo
D'ou en dimensions nies p pour E, n pour F, I'écriture matricielle Y = A:X +B.

Théoréme

Démonstration |
En dlmensmns nies : = yifi+ 0+ ynfn, de composantesy (ou encoreM Ode coordonnée®’); et
OM = xlel + o+ xpep de composantesX (ou M de coordonnéesX); f (OM) connu : Anp X
OO Bn1 dans F est aussi connu [c'est-a-dire : composantes du vecteur dahsbase €1; :::; n)
ou bien ce sont les coordonnées du poit@° dans le repére ¢ fq;:: yn fn)l

1
det(A)
Donc j = aj :cesigne estdét@). Ci-dessus:a;z=1; 12= ( 1): dét(A)=+1.
2 Exemple (*) Sir rotation, (r r ')=2, en base o.n.d. est I'endomorphismeI x 7% 1:sin ( )"! X .
M I:sin () obtenu avec la partie antisymétrique (A 'A)=2 de la matrice A si on veut !

! Remarque en complément (*) Ona A *= i ;etdeplusici: A = a; [on a transposé]
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25.3.2 Homothéties a nes et Translations, donc F=E
1. \Lien a ne-vectoriel. \ Appl. Linéaire : | Appl. ane : (Preuve et exemples apres)
L'appl. Lin. (enld.)! f = Idg de matrice 1,| , f translation (Une translation n'est pas linéaire !)
Etsi k62 D;1g, f = kildg (hom.vect) |, f hom.anederapport k, de centre LE point xe.
Ainsii f = 1d (hom. vect. de rapport 1) | , f symétrie-point.

2. Démonstration
T 1

] I | [ | 0
"f =Idg , OM%=OM , MMO%=00°, f Translation. Ex: X, = = 2. X 4 3
y 0 1 y 4
| ! | 0
Casf = kid. Soit l'égalité (1) OMO°= k'OM, F = E. Ex: ’y‘o - S ‘2) : § + 21 .
! I I I I I ]
Ona:l xe, 1°=1, @2 0% =kiol, oc+0l=koOl, (1 k)OI =00°: une
| | | |
et une seule solution sk 6 1 [Ol = 1—11;00(1' Diérence (1) (2): IM %= K:IIM . Fini.
25.3.3 Rappel : Déplacements en dimension 2 : l's;

1. Théoréme. (Isom. a nes positives : déja vu aux ch.C)

| i .
En base o.n., f 2 O; pour matrice coS ) sin() 5y 271 2%= ¢ z. On en déduit | S
sin( ) coy )

Déplacements : =0(2 ) translation, 6 0(2 ) rotation a ne d'angle de centre le point xe.

2. Démonstration Utilisons les complexes, par exemplez®= € z+ Cte. Déja vue :
Cherchons un point xe éventuel & z 7! z2°= & z+ bj(b= by +ib 2 C). 2=z, z(1 € )= b:
Si =0(2:), 7%= z+ b translation.
Si 60(2: ), solution unique zg = e zg+b: |20 zg= € (z  zp).| Puis module, argument.

25.3.4 Exercice : Déplacements en dimension 3 : | s

I I
On appelle vissage d'axe orient® (I; K ), d'angle , de vecteur de translation : K
la composée ici commutative: rot = tor, r étant la rotation autour de D d'angle

1. Dé nition : : '
t la translation de vecteur : K. OnalM 2D) MM %= :K Dessin ?

I
2. Théoréme| Toute isométrie a ne positive de E = R? est un vissage. cf. Exemple pour; D; : K.

0 1 o, O _ 101 01
X X coy ) sin( ) O X

Car 9I J K b.o.n. judicieusef : M @YA 71 M°@Y°A = @sin( ) cof ) OA:@YA+@ A

| l z z° o 0 1 Z
vu le rappelI sur f . “K estici un vecteur unitaire de I'axe (orienté) def . D'ou :
Si =0(, f =1d;on s'en apercoit de suite!),f est une translation, éventuellement! d(E).
. oo, X% Xy _ cog) sin() X Xo .
Si 60 onavuendm.2:9Xg; Yo= YO Y, sin( ) cog ) T Yo et on rajoute
z%=Z + . C'est clair avec un dessirD : [I (XO,YO,O) K]; translation: K.
0 o_ 1 1 01 0.1
_ 5 x'=y+1 010 X 1
3. Décrire, dansE= R®e.ae. f : M @yA 71 @zgf i:éA = @(1) 8 1A :@>Z/A + @A,
I 2
f vuau 1.3 estlarot. vect. d'axe dirigée parK = p—({ + | + k), dangle = T'
! I
Doncf vissage M 2D) MM %= :K .. [calculs] . Transl e v§cteour i|({ + | ‘ k)
+y= +
x+ty=1 X+y=0 u@lA'\@ 1A RetrouverK!

Vérif. Direction de D :

D _ pirection
y+z=0 y+z=0 0 1
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25.4 Compléments sur les Applications a nes

25.4.1 Résumé dans E = R? ou R® ane euclidien

f ane, est une isométrie anede E (f 21 s(E),I groupe); sil'appl.

1. Isométries a nes . ., . " . !
linéaire associée est une isométrie vectorielle de: f 2 O(E) (groupe).

!
' fI 2fldeg , f 2fTranslations de Eg essentiel et connu

“f 2f Ideg , T 2f Translations ou symétries-point deEg connu aussi
!
" f = Oj[rot. vect. de R?] , f21s] ‘(groupe des) déplacements du pla® |: vu
!
" f = Of[rot. vect. axiales deR®] , f 21 s} |(groupe des) déplacements dE3‘: vu

2. |[Non | isométrie, mais signalé
"f 2fkildg;k 6 0g (gr. abélien des Hom. vec). , f 2fHomothéties-Translations deEg

(non abélien pour hom.-a nes et translations)
|

f = k:(isométrie vect.) [on dit similitude vectorielle] , f : similitude ane de E.

| Similitudes en dimension 2 |

| . .
En vect. Matr.de f enbaseo.n.:r: cps( ) sin() = 4V ou r cps( ) sin()
sin( ) co9q ) vV u sin( ) co9q )

On peut aussi utiliserles complexes z 7! z2°= re" :z ou z7' 2°= re" :z.

Enane z7!'z°= re' :z+ Cte (similit. directes) ou z7! z°= rie" :z+ Cte (indirectes).
Avec C: z°= a:z+ b, a60, pour lesdirectes.

25.4.2 Projection a ne orthogonale sur P:x+2y z= 1; vérications
0gd 0 101 01 0,1

1. On cherchel?2 coe cients : Q = M©° @yOA @ : A @yA+@A Notons n = @2 A 2p .
z° o z : 1

2. Posant|QM = : n |(1), on passe de 12 a 1 inconnue :y : On exprime (2) | M°= Q2P.

! !
Premiere solution Ona: 1(0;0;1) 2P etIP = QM = ''n avec '!(n ! n)=x+2y z+1

ﬂ Dl%ance dofm point a un plan aje. | On trouvpoleoiype d( Asz.3:X -li B &I |nut|I8 N 1
X 1 2 X 1
+ +
oM @y yoA = XTeY zv2 ZVGZ L@2A; e @yOA——@z 2 ZA@yA %.@ZA
2° 1 1 2 5 z 1
] !
Deuxiéme solution, légére variante AvecQM = MM = 'n , on exprime de plus queM °2 P (2)
pour trouver : x%+2y° 0= 1.

\Véri cations de A \ on se doute que c'est la projvectorielle sur le planvectoriel :x+2y z=0:
Avoir Tr(f)=rg(f)=2 :vu. Eton a expliqué que sa matrlce était sym. car prOJ orth.

‘Verl cations de Bgl‘ on sait (ou on voit) que B, c'est 0% ou OO0 donc colinéaire an !

25.4.3 Propriétés des applications a nes

I
1. Composition |La composée de 2 applications a nesgof est a ne associée 59 of .

I ! . ! . .
Démonstration. Ona O"M" =’ g(OOM‘ﬁz! g of (OM) et g of linéaire. Terminé.

Utilisation

Soit 5, 53 deux symétries points; qu'est-cen = s;08 ? Réponse : I'endomorphisme associé
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I I
est h =( Id)o( Id)=Id; dou h translation ... de vecteur 2:1J. (s 0s; 6 S;09).
|
tr,oh.o0t, =f? " f =1do(2i1d)old =2:Id; f hom. a. rapport 2, centre | + ( ! u).
hj.o0h. 125 ? Idem : translation. Dessins ? cf. ch Géométrie d&?.

Soit D une droite. Alors f (D) est une droite ou un point.
f Et conserve le parallélisme au sens :D1==D, =) f(D1)==f(D>):

Démonstration (

2. Image d'une droite

| |
si f (u) & O : il dirige f (D),
sif !(u) =" Og image=un point:
On n'a pas dit f (D)==D ! Mais ceci vrai si translation ou homothétie a ne.

MO NP©

Dl uyouim = u. Donc 1M 9= f amy= i)

3. Conservation du barycentre| Si G = Bar M N ,donc + 60, alors G°= Bar

] ] T T ] ] T t t T
Démonstration : GM + GN = 0g =) f (:GM + GN)= 0 : :GM% GNO°= 0. Fini.

Utilisation

L'image du milieu de [MN ] est le milieu de[M N 9.
Si une application ane R?! R? permutte 3 points M;N;P (par exemple les sommets d'un

triangle), leur isobarycentre est invariant.
SiM = Bar[(A; );(B; );(C; )] et (AM)\ (BC)= Alalors A°= Bar[(B; );(C; )] (Proj.)

|
4. (*) Lien : points xes de f Vecteurs invariants de f .

! ! !
(a) D'abord sur le rang. Soit I' équation enM : - f (IOM):' b, r=rg(f). ()
Véri er que : soit ( ) n'a pas olle solution [sib 62m( f )], soit posséde comme solutions un sous-
espace a ne de direction Ker (f ); donc de dimensionp r, p étant le nombre d'inconnues.
|

(b) Casou f: E!'E (donc'lf ' E !I IE). NotonsI E I‘ensepble deslpoints Xes.
Vérierque: M°=M (0 OWM =f(OM) ( (f Id)(OM) = "00% ()
Donc : soit E; = ; ; soit sous espace a ne de direction Ker(f  1d). Exemples ?

25.4.4 Remarques

|
1. En fait, un e.v. est lui méme un el.a., attaché a Iuli-méme ! Lla)ijecltion de EdansE : M 7! 'AM
estici de "E muni de l'origine a" danskE : " x 2E_, 7' x “a 2 E; ondit
gu'il possede "une structure a ne canonique". C'est pour cda qu'on parle de :
Translation dans un e.v. :! X 7! ! X + u pour M 7! MO= M + u, et, en e. .euclidien, de
Distance entre 2 vecteurs : (u'v)=kv 'uk pour (M:M9= kMM %= KOM® OMk.

Attention! une translation n'est pas linéaire (sf u 6! 0).3

2. Résumé. On avait : Ici :

Espaces vectoriels Espaces a nes.

Sous-espaces vectoriels Sous espaces a nes.

Combinaisons linéaires Barycentres.

Bases Repéres.

Applications linéaires Applications a nes.

E.v.euclidien E.a.euclidien.

Isométries vectoriellesO(E) Isométries a nes | s(E).

T |
® Onaencore f bijective , f bijective et f * est ane associée a f .

I
D'ol, pour E= F: quand f décrit le groupe linéaire GL(E), f décrit le groupe ane GA(E).
(*) Rappelons "l'nversion géométrique”, application non _ane de E = R?, mais intéressante géométriquement !
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M+ Exercices : Transformation de R® e.v. puis e.a. PTSI

1. DansE = R? espace vectoriel euclidierdécrir% les endomorphismes de matrice :
0 1 0 1 1=2 3=2 =2 3=2 3 4
A= B = C= p_ D= p2 et E=
10" 1 0" P 3=2 1= IC)13=2 1=2 4 3

[E correspond are” avecr?=32+42. Similitude vectorielle directe de rapport 5, d'angle ]

2. DansR? e.v. e.(a) Que signi e en termes d'endomorphismes/matricesz®= e z et =€ Zz7?

(b) Soit la sym. orthog./ y= xitan( ) et 9/ y=xtan( +'). Quedirede o ?
[Justi er par exemple, que %  est une isométrie vectorielle / positive / donc rotation / etc.]

0 1 0 1 0 P_ P
. 12 2 0o 0 1 pz 6 6
3.‘DansR3e.v.e.‘ (a)SoitA=§@2 1 2A; B=@ 1 0 O0A etC-—@p 1 3 A,
2 2 1 0 1 0 5 3 1

Décrire pour A; B; C les endomorphismes associés (en base o.n.) Matrices inesrs?

|
(b) Préciser la droite, symétrique orthogonale deVeci(k) /auplan 2x 3y+z=0

4. DansR? ou R® e.v.e. Matrices symétriques (6 Symétrie en général !) et de plus orthogonales ?

. DansR3 e.v. e. Soitr 2 O} d'angle autour deVecl(! yixZa+ titad sikik=1:

(@ r(a)=cog J:a+sin( J:! *a, rix)=ra)+ 1, Dor)b 1=k ’\IXKZSIn()
(b) r!(x)='cx+'s! ’*'x+(1 c)(w'xg)w-!x+sI ’*'x+(1 ')' AT ~ x),c= cod )...

On se limite (programme) a la premiéere partie : en linéaire

o1

o

(a) Dans R® a ne euclidien expression de la proj. orthog. suP : x +2y z= 1. Véri cations ?
(b) (*) Lieu des projetés orthogonaux de O sur les plang+ y + :z =1 ? [Sphére x%+y?+ z? = x].

7. (a) Vissages dan®R® e.a.e.Décriref M 7! M%: x°= z 2 y°= x, z°= y: [Complément : f
composée de 2 demi-tours axials=retournements et de 4 ré égons=symétries, /plans a nes.]
(b) Idem avecx®=( x+2y+2z 4)=3, y°=(2x y+2z+2)=3, = (@2x+2y z+2)=3.

8. (a) (*) Dans R® ane projection oblique q surP :2x+y z =2, de direction Vec{( u(l1;1;2).

[2x%= y+z+2; 2°= gryrze2; 22°= 2x y+3z+2; Tl q)? OOO—ku]

< x"=3x +4y+2z 4
(b) (*) Inversement décrire f :  y°= 2x 3y 2z+4 [Points xes ? Tr( f ) ? ... Dilatation.]
© %=4x+8y+5z 8

©

. ™ Appllcatlons anes telles que f (D? :D 8D. [f (D) étant une dr0|te ou un pomt]

(@) SO|t f un endomorphisme tel que f gx) colinéaire ax ou 8Bx : f (x) = k
Montrer que f = k:ld, k xe. [Prendre’ x; y colinéaires; puis libres et conS|dererx + y J

(b) Déduire que les solutions sont, sf 6 Cte, les translations ou les homothéties a nes.

10. (a) (*) Lien a ne-vectoriel : Peut-on trouver 'V tel que T, of = foT,,f ane, T translation?
(b) (*) Dans R?® a ne euclidien, décrire soros, s symétrie orthogonale/plan r rotatlon

() () En e.ae. f conservant les distances est ane! lgMN +'NPK = kM°N°+ NOP‘k )
MN 'NP = 5 dod, si f (MOM)— 0MCl f conserve le produit scalaire ; donc linéaire !]




Chapitre 26

Les polynomes, K[X]

26.1 Geénéralités

26.1.1 Dé nitions. Opérations

1. Polynéme (formel)

Pour ax 2 R ou C, on appelle polynébme (formel) d'indéterminée x, toute expession du type :
P(X)= ag + a;x+...+ a,x". L'égalité P(x)= Q(X)= hp+ ::: + by,x™ est dé nie par : ax = h; 8k:

Exemples 1) Le polynéme nulP = O ou P(X)= 3x%+2.x%+x5.
2) Mais : 1+x+x ?+... non polynéme car il faut un nombre ni de coe cients non nuls.

2. Trois opérations Addition P + Q, Multiplication par une constang? P, Multiplicatigrg P:Q:

si P(X)= ag+ a;x+...+ as.x°, Q(X)= hp+ byx+...+ bux*: P:Q(X)= axX, avece, = a ih.
06 k6 9 06 k6 9

Degré ‘Si P(X)= agp + a;x+...+ a,.x", a, 6 0, on dit d°P = n. SiP = O, on posed®(0) = 1 ‘
d°(P:Q) = d°(P) + d°(Q) d°(P + Q) 6 max[d°(P);d°(Q)] d°(P)=0, P =Cte6 O.
Exemple SiP(x)= 3x2+2.x%*+x%: d°(P)=5 (et P normalisé, a cause du coe. 1 de%
et val(P) =2 [valuation : degré du mondme de plus bas degré; Bi= O, val(O)=+ 1].
Et: Six2R,P(x) 1:x°, PX)., 3:x2, P(X)  7(x 1) X?(x  1)(x?>+3x+3)]!

3. On vient de considérer la fonctionpolyndme. C'est: x 2 R7! P(Xx) = ag+ aix + i + apx".

Ainsi, si Q(X)= P(x)+x(x 1)(x 3), les fonctions polynédmes ont méme valeur suh = f0; 1; 3g.

26.1.2 Théoréme

1. ‘Si pour une in nité de x, P(x) = Q(x) : alors les polyndmes sont égaux coe cient a coe cient‘

(On dit égaux formellement; on peut donc identi er polyndmes et fonctions polynémes).
Démonstration
SiD=P Qdedegréd= d°(D) > 0, D s'annulerait au plus d fois. Faux : D = O, d°(D)= 1

Idem : ‘Si un polynéme de degré au plus > 0, s'annule enn + 1 points distincts, c'est : P = O.‘

2. Utilisation : polynédmes de Tchebytchev ‘9 I P, polynGme, tel que Pp(coyq )) = cogqn: ).‘

1) Unicité : Si Py(coq )) = Qn(coq )), alorsP,(x) = Qn(X) sur tout le segment [ 1,1], donc égaux
coe cients par coe cients. [Et ainsi, en particulier, Pn(z) = Qn(z) 822 C ]

2) Existence : Ou par la formule de Moivre[cog )+ i:sin ( )]" = cog(n: )+ iisin (n: )) ; etc.
ou par récurrence avecog(n+1) ]+ cod(n 1) ]=2:co9gn: ):coq ) et les indicesn =0 et 1.

3) Questions : préciserPy; P1;P2; P3.  Que se passe-t-il si on change en =2 ?
(Idem sin((n +1): )=sin( ) polynbme encoy ) : polyndme de Tchebychev de 2éme espéce.)

175
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26.2 Divisibilité des polynémes

R[x] désigne I'ensemble des polyndmes a coe cients réelsLC[x] I'ensemble des polyn. a coe . dan<C.
K[x] I'ensemble des polynémes a coe cients dan&, K = R ou C usuellement. (Aussi :Q[x], Z[x].)

26.2.1 La division euclidienne

1. Théoreme
A;B dansK][x], B 6 O; alors 9!(Q;R) (quotient, reste) : A = B:Q+ R avec d°(R) < dO(B).‘

Démonstration
Unicité. A= BQ:+ R1=BQ2+Rz) B(Q: Q2)=Rz R;;siQ1 Q26 O, impossible
avec les degrés.
Existence. Algorithme d'Euclide, par exemple. [Le mot "algrithme" vient de Al Kharezmi.]

Exemple A=2x3 7x°+x 1, B=x?+x+1 A& traiter comme la division de a=22 par b=7.

2. Dé nition ‘On dit que B divise A, noté B=A, s'il existe Q tel que A = B:Q.‘ (Ainsi O divise O).

26.2.2 Division par (x  a)

1. Théoréme‘ Ona:P(x)=(x a)Q(X)+ P(a), notée( ). Donc (x- a) divise P () P (a)=0. \

En e et, le reste est une constante cte; et remplacer x paa pour avoir cte. Equivalence facile.

2. Pour la programmmation et Hors programme , Algorithme de Horner :
P(x)= apx" + i+ ag
Q(x) = by 1x" 1+ i+ by
Alors, pour k > 1, le coe . de X dans( ) estax d'une part; et a:h + b 1; d'autre part

(convention b, = 0). Donc ‘lq( 1= A+ a:bg‘
Etsi k=0, quest-ce b 1 = ag+ a:lly? () montre qu'il s'agit du reste P(a) !

Notons [Attention : on notera souvent P (X)= agx"+...+ a]

L'algorithme précédent permet de trouver non seulement le quotient, mais aussi
Donc| le reste de la division par (x a) avec seulementn additions et n multiplications.
Cecidonne pour x = a, P(X) = ag+ x:(ar + x:(::i: + Xi(ap 1+ X:an):).

Exemple Faire ainsi la division de ¥ x* 3x3+3x? 1parx+2. [Un calcul direct de P( 2)
est plus long '] (Poser 3 lignes : celle des ; celle desa:ky ; celle desh,, avechs = 0).

26.2.3 Polynémes irréductibles
1. Remarque Dans Z, la divisibilité est dé nie au signe pres (ainsi les divisets de 2, premier, sont
1; 2) car les éléments inversibles d& pour la multiplication sont 1.

De méme, les polyndmes inversibles étant les constantes noulles, la divisibilité dans K[x] est
dé nie a une constante non nulle prés.

Un polyndme P 6 O et 6 cte non nulle, est dit irréductible  si ses diviseurs sont

2. Dé nition N -,
- les constantes non nulles :k 2 K ; et les polyndmes "associés" k:P, k2 K .

Exemple: P(x)=2x+4 irréductible sur R et sur C.

26.2.4 Irréductibles dans R[x] ou CJ[x]

Les polynémes deC[x], irréductibles sur C, sont exactement ceux de degré 1.

1. Theoréme Ceux deR][x] irréductibles sur R, sont ceux de degré 1 et ceux de degré 2 avec< O:
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2. [Brempls

1) x*+ x?+ 1 est réductiblesur R. Au ch. C, il a été factorisé surR par plusie%rs méthodes.
2) Idem : x* x?+1surR. Astuce: x* x%+1=x%+2x°+1 3¢ =(x>+1)? ( 3x)%= ...

Ou sesracines (*)ij; i = T = ij2% ij(parité), +ij? etfaire (x z1)(X Z1) ..
3) x*+1 & factoriser surR, méme astuce par exemple

Démonstration
Un polynéme irréductible sur C (donc non constant) ne peut étre que de degré 1, d'apres le
théoréme de D'Alembert-Gauss : P(X)= apXx"+...+ ap=ag(X z1)(X 22)...(x z,) ().
Inversement, un polynéme de degré 1 est irréductible.

Pour P 2 R[x], irréductible sur R (donc non constant), soit une racine surC.

Si 2 R, forcément P est de degré 1. Si 62R, comme P est a coe cients réels,” 6 est
racine; donc P(X)=(x )(x T)Q(x); forcémentQ 2 R et P de degré 2 avec < 0.

En sens inverse, ces polyndmes sont irréductibles si.

26.2.5 Relations entre coe cients et racines, somme et produit surtout

Dé nition \Un polyndme est dit scindé s'il s'écrit P(X)=aogx"+...+ an=ag(X z1)(X 22)...(X zn)\ ()
x%+4 non scindé gurR. Sur C, tout polyndme est scindé et rappel :
% 1= 21+ 2o+ 15+ Z,
2= Z1:Zp+ i+ Zn 1Zp
Formules de Viete 3= 21273+ i “fonctions symeétriques élémentaires”

n = Z21:2200Zn

elles sont liées aux coecients ;| 1= aj=ag; 2=+ ay=ay; I Kk =( 1)k:ak:a0; ailocf. ()

(*) Exercice en complément

Résoudre(z+1)" = é¥™:a2 R etsimplier P, = sin(a):sin(a+ H)::::sin[a+ %
z+1
e2ia
z= @ ) (d@ T g @) Doy les racines : z = €@ T):2i:sin (a+ k—); k2[0;n 1]].
Leur produit vaut n

dune part: ( 1)":[1 €*M]=1 (Viete) ou  ( 1)"*1:e"":2i:sin (na);

) - i .(n 1) . W N
d'autre part : 2":i":P,:e""@ e ou 2% )" Lipneine, D'ou P, =

(n 1) _n
n T oon 1')

Solution: Ona Eq:, | "=1, z+1= & ek2=: k21[0;n 1];

sin(na)
2n 1 -

(Question en plus : En déduire sin(ﬁ):sin(%):::sin

26.2.6 (*) Compléments sur la divisibilité
1. Montrer que PoP(x) P(x) est divisible par P(x?< X. [) PoP(x) xdivisible par P(x) x !]

Solution. Cet énoncé épouvante ! PosonB (x)= a, «x: Onconnait AKX BX=(A B)(:)
06 k6 n
En écrivant P(P(x)) P(x), il sut de voir que chaque : a, «:[P¥(x) x¥] est divisible par

P(x) x:c'estla clé a bien comprendre. Mais que [...] soit divisie par P(x) x est alors clair !

2. Division suivant "les puissances croissantés

En plus de la division euclidienne, on a la division suivante par exemple :
Si A=l+x+x3; B=1 x+x%[val(B)=0]; alors I+ x+x3=(1 x+x?).(1+ 2x+x%)+ x 3:R(X)
qui est appelée division suivant les puissances croissagt& |'ordre 2.

Utilisée pour la décomposition de fractions rationnelles tepour les développements limités.
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26.3 Dérivation des polynémes

26.3.1 Formule de Mac-Laurin

(n)
PO(O) X+ + P (0)
1! n!

1. Enoncé. | Sin> d°P, alors: P(x)= P(0)+ XM

2. Démonstration: On note tantdt P (X)= ag.x"+a;.x" 1+ 1+ a, (1)

n

tantdt P(X)= ag + aix+:::+ ap.x" (2) (comme dans l'algorithme de Horner).

Ici, on utilise (2); on dérive k fois et on trouve : P®)(0) = kl:a,; d'ol a cherché.

26.3.2 Formule de Taylor pour les polynébmes

PYa)

1!

(x a)+ i+ P(’:I(a) (x an

pn)

Pla) h+ 0+ PT() h":
1! n!

2. Démonstration. Si Q(h)= P (a+h), la formule de Mac-Laurin appliquée & Q avec QYh)= P%a+h)

... QW (h)= P®(a+h),... fournit alors naturellement cette généralisation [QY0)= P¥a)...].

Sin> d°P, alors: P(X)= P(a)+
1. Enoncé.

ou bien, avec x=a+h: P(ath)= P(a)+

26.3.3 Application aux racines multiples

Dé nition a est dit racine d'ordre  k (au moins), de P si (x a)* divise P ;

- racine d'ordre  k exactement si de plus (x a)*! ne divise pas P:

Theoreme SCOitk > 1: aracine d'ordre au moinsk , P (a) = PYa) = 1= P& Y(@) =0 (k égalités)
—— | aracine d'ordre k exactement , P(a)= PYa)= ::= P& Y@ =0 et PX(a) 60:

Démonstration. Il sut de voir ligne 1 :
) SiPX)=(x a)k:Q(x), on trouve ce qui est dit par (*) la formule de Leibnitz.
(  Avec I'hypothése, la formule de Taylor ena donne de suite la réponse.

Remarques

1) Un polynéme de degrén, sur C, a n racines en comptant les ordres de multiplicit§cf. P (x)=x ").

2)Sia6 b etsi P divisible par (x a) etpar(x b) , alors P est divisible par leur produit.

3) (*) aracine deP a l'ordre k exactement() @ racine deP a l'ordre k exactement, ouP est le
polyndme dont les coe cients sont conjugués. Donc :

Si P est a coe cients réels, ses racines non réelles sont conjugesavec méme ordre de multiplicité.

(*) Pour 3)eneet: si P(z)= ag:iz" + i+ ay, par dénition : P(z)= ag:z" + i+ a,.
DoncP(a)=0, P(a)=0. Etde méme pour les polyndmes dérivés successifs.

| Un exercice corrigd Soit P 2 R[x]; montrer que siP est scindé surR, P°aussi.

Sol. Entre 2 racines réelles distinctes dé, (au moins) une deP® grace au Théoréme de Rolle :
Si f est CO sur [a;b], dérivable sur] a;b, a6 b, et f (a) = f (b), alors f°s'annule sur Ja;H.
Donc siP an racines réelles distinctes, c'est clair.
Cas genéral : Soitx; racine deP a l'ordre k; > 1, ... xp a l'ordre ky, > 1; on aky + @i+ kp = n.
Alors x; est racine deP%a l'ordre k; 1 ! et comme on a une racine d&°dans K1;X2[..., cela fait

(k1 1)+ :+(ky 1)+ (p 1)racines reelles pouP®(au moins). Ou n 1 : le compte est bon !
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26.4 (*) Compléments

26.4.1 Des exercices corrigés

. o A .
1. Soitz :apz" + ayz" '+ i+ a, =0, 60. Montrerquejzj6 1+m, m= max1£1;k> 0.

Solution. Sijzj>1 ona: jzj“:jalzn Thmtan g jafizit Trmtjanj o iz 1
Cion jao] jao] jzj 17’
jzj" 6 % dou jzj6 1+ m; etsi jzj6 1 évident. [Borne élémentairé.
. . , . b
2. Equation du 3éme degré : Soitx® + bx%2 + cx+d=0; on pose X=X + etavec = 3’ on

est ramené dx3+ px+ q=0( )| (c'est-a-dire pas de terme ernx? et on a divisé para 6 0).
Méthode de Cardan-Tartaglia: Posantx = u+ v, ( ) devientu®+ v3+ q+@uv+ p)(u+ v)=0.

. . , . uv = =3
Donc, si on impose (1)3uv + p=0, on a (2) u*+ v¥+ q=0. Résolution de I P :
Divers points de vue : ou on cherche une racine réelle (si caeréels), ou on est surC; si ud, v3

3
solutions deT?+ qT g—7= 0 (R) dite équation résolvante, avecu:v = ?p ; Si(Up; Vo) couple solution,

les autres :(j:uo;j Vo) ; (j2:Uo;j:vo). Alors : X1 = Ug+ Vo, X2 = jilUg+ j2:Vo; X3 = j2iUg + jiVo.

Remarques =0 oudp>+27¢?=0, Une racine au moins double. Plusieurs facons :
=0 0 ul=v3= g2 uv= p=8. Soit une racine (surC) de p=3; alors:
6= p3=27=q¢’=4;donc 3ou( )®vaut qg=2. Supposons 3= qg=2;alors up= Vg =
convient; solutions: 2; ; . Inversement : X, = X3 =) Ug=Vg; donc =0 .

Une racine deP® soit  , estracine deP si et seulement si ... 4p° + 27¢° =0 ... A voir.

| Cas des coe cients réel§ Discussion des racines réelles a faire (*) !

3. Equation du 4éme degré : Ferrari 16éme siécleOn se raméne d'abord ax* + px%+ gx+ r = 0.

&Zy)2 = gx r+yx?+( &Zy)2 ait un second

membreavec =0 [ () (x®+ &Zy)2 = y:(x  )? d'ou une équation de degré 3 ery !

Puis chercher y tel que x*+ (p+ y)x®+(

4. () Soit f(z)= 2"+ a;z" Y+ :+ay; gx)= x"j ajx" !

a une unigue racine dan®R* et qu'elle majore lesj z j, f (zx) =0 (récurrence) [Borne de Cauchy.

] anj;an, 0. Montrer que g

26.4.2 (*) D'autres analogies avec Z:

On dit que deux polyndmes sont premiers entre eux (not& ~ B =1) si leurs seuls diviseurs communs sont
les constantes non nulles (les unités). [DanZ les diviseurs communs a 9 et 16 sontl]. Onale:

Théoréme de (Bachet-)Bezout A*B=1 (9 U;V: UA+VB=1.

(( )évident (A~B =1 signiant pgcdA;B)=1)

() ) Par l'algorithme d'Euclide : dans A = BQ + R, les diviseurs deA et B sont ceux deB et R; jusqu'a
arriver a R,=pgcd(A; B), dont I'existence est en méme temps fournie; ainsi qu'une laion de
Bezout en remontant [voir déja 56" 15 =1]. On en déduit les conséquences :

1) Théoréme de Gauss A=(divise) B:C et A" B =1=) A=C. En particulier la condition de Gauss :
Pour P irréductible (premier avec tout polynéme qu'il ne divise pas), P=BC =) P=B ou P=C.
2) Aussi: (A=C;B=C etA"B=1=) AB=C. Cas important A=(x a) ,B=(x b) ,a6 b
3) Existence et l'unicité de la décompositioren produit d'irréductibles, pour tout polyndme non constart;
qui donne aussi : pgcdP; Q).ppcm(P; Q)= P:Q [a une constante non nulle multiplicative prés].
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M+ Exercices : Polyndmes R[x], C[X]. PTSI

1. Factoriser surR :
(@ x® 1; (b) x*+ x2+1; () *) x* x%+1;
(d) x®+x*+1; (e) x®+2x*+2x%2+1 [posery = x+ % si utile ; mieux x2 + 1 en facteur]

(f) Factoriser sur C, en trouvant une racine a2 R:i : P(z)= z3 (16 i)z?+(89 16i)z+89i.

2. Montrer que B divise A (noté B=A) si:
(@ B=x(x+1)2x+1) et A=(x+1)>" x* 2x 1n>1
(b) B=x?+x+1 et A=x%®2+x3*" 4+ x3 [factoriser B].
(c) B=(x 1> et A=nx""' (n+1)x"+1, n> 1 [racine double].
(d) B=x? 2xcos( )+1 etA=x"sin( ) xsin(n: )+ sin((n 1) ), n> 1
[Factoriser B ; attention au cas ou ses racines sont confondues].
(e) B=x2 2xcos( )+1 etA=x"":coq(n 1)) x™cogn: ) xwcos( )+1,n> 1

w

(@) Quel est le reste de la division euclidienne dgx:sin ( )+ coy )]" par x®+1.
(b) Reste de la division euclidienne deA = x" par B =(x 3)> [dériver].
(c) Quotient et reste de la division deA = x> par B = x> 1 [q= x°].

4. Racines multiples ?
(@) Montrer que 1+ x + x2=2! + 1+ x"=n! = P,(x) n'a que des racines simples (Sut!)
(b) Ordre de multiplicité de x =1 dans P,(x)= x®" nx"1+nx" 1 172
(c) Trouver P de degré 5: (x 1)3divise P+1 et x3divise P 1.

5. (@) Avec les racines deP(x) P(0), trouver les polynbmesP : P(x +1) = P(x).
(b) On cherche tous les polyndme® tels que : (x +3):P(X) = x:P(x +1):
Vérier que 0; 1; 2 sontracines. PoselP(x) = x(x + 1)(x +2) Q(x) et conclure.

(c) (*) Trouver, de méme, les polyndmesP tels que : P(x?) = P(x):P(x 1):

»

. (*) Trouver une C.N.S. pour que x3+ px+ g ait une racine au moins double.

\l

. (*) C.N.S. pour que les racines de* az®+ bZ cz+ d forment un carré; un parallélogramme ?

(0]

. (*) Sans division euclidienne (Horner, hors progr.) diverA = x* x3+2x?+x 1parB =x 2.

©

. (*) Montrer que 1 xicos(@)=[1 2x:cos(a)+ X°J(1+ byx + 1+ byx") + x""1R(x):
et x:isin(a)=[1 2xicos(a) + x2J(1+ cix + 1+ cox™) + x"*1S(x), by ck & trouver.

[C'est, en fait, la division suivant les puissances croissés a l'ordre n (hors programme) ;
les racines du polynéme de degré 2 sont essentielles ...]

L (2 Hn 250 ),

“ o z
10. (*) Résoudre (Z 1 ]

+1.,.,2 1., _ .. e 27
D (S5 =1 puis () (5




Chapitre 27

Fractions rationnelles

Aprés un di cile chapitre sur les polynémes, en voici un plusfacile ; d'autant qu'il ne s'agit que de
la pratique (résultats admis) sur des exemples simples.

27.1 Geénéralités

27.1.1 Dé nitions

, : . . N(X _
Une fraction rationnelle est le quotient de deux polynomesﬁ, avecD 6 O. En fait :

X 1 1 , ~ . . . .
X2 1 et X+ 1 sont deux représentants de la méme fraction; le second : refgentant irréductible.

Quand ) est irréductible, une racine deN a l'ordre k est dite racine de la fraction a l'ordrek.
Une racine deD a l'ordre k est dite p6le de la fraction a l'ordrek.

On note :
R(X) I'ensemble des fractions a coe cients réelsX est l'indéterminée (qui peut étre une matrice)

C(X) l'ensemble des fractions a coe cients complexes. Q(X) etc. K(X), K désignantR ou C.)

27.1.2 Opérations
1. Quand on parle de fonction rationnelle { : x 7! %), on s'occupe du domaine f est C! sur

Kl
SEVAELS Mais quand on parle de fraction, on ne s'en occupe pasL).

Rnf 1getf(k)(x)=m. T

2. Résumé des opérations :
Somme des fractions rationnelles, produit entre elles. Lieentre + et : distributivité.

On passe deK[X] a K(X), comme deZ a Q.‘ On met ensuitex au lieu de X par commodité.

3. En complément (*)
Transformer 'équation (1) ax®+ bx?+ cx+ d=0; a:d6 0, par la fonction f (x)=1=x.

C'est-a-dire, trouver une équation eny (2), dont les racines sont Iesx—, Xk racines de (1).
k

. 1 1 1 1 1 1 1
Solutionl On cherche $=—+ =+ = 9= + + 9=

et 3= ... Avec
X1 X2 X3 X1:X2 X2:X3 X3:X1 X1:X2:X3

y> %%+ %  3=0,onarrive a: y3+gy2+ ay+g:O ou (2) dy®+ cy’+ by+ a=0.

3 2 -

. . + +cx+d= C
Solution2 "Eliminer" x entre ax etb.x y Exl _3 0 C'est-a-dire, trouver une C.N.S. pour que
les 2 équations soient ensemble possibles; soit une C.N.®wup que les 2 équations aient au moins

une solution commune enx. C'est facile ici et méme réponse !

181
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27.2 Décomposition en éléments simples sur C

27.2.1 Le résultat
SiD(x) = ki(x ag) *ui(x ap) P alors on a, et de maniére unique,

D(x) x a)r T x a

E (x) étant un polyndbme appelé partie entiére
pouvant s'obtenir comme quotient de la division euclidienne deN par D.

. 30re N (X cte cte N
1. Theoreme (x) _ E(X)+ ——+ 1+ +... ldem pour les autres péles.

Exernple-1: 2:x4 _ 2:x4 S b , ¢ , d
Exempre--- (x2+1):(x+1)2  (x i)i(x+i)(x+1)2 X i xX+i (x+1)2 x+1°
C

. partie principale relative au pole -1".

Comment trouver les 4 coe cients ?

+
(x+1)2 x+1

Déja, on voit juste aprés que  a; bet c sont aisés.

Puis, on peut prendre ici x =0 d'ou d (vu apres).

Faire une véri cation ... et c'est ni !

(Si on voulait, en conjugant tout sauf x : a gauche, fraction invariante; a droite on aurait

a b T d L = . _ .
- + - + + . Unicitt ) a= b, b=1a, c;dréels: autre véri cation !)
X+i x i (x+1)2 x+1

2. Comment trouver le coe cient du terme de plus haut degré, dans une partie principale ?
c

+
(x+1)2 x+1

pour le p6le doublex = 1.

Dans I'exempletrouver le coe cient ¢ de

Méthode : | Multiplier chaque membre par (x + 1) ?; puis faire x = 1.| Car:

R 2( D+ . ) a b c di(x+1) o
agauche(l)Tl, a droite (x +1)“(2 + v + v i)+ 1+ — quec:c=1.
Idem : multiplier par x i puisx =i;donca= 1=2

multiplier par x + i puisx = i;trouver b= 1=2:

Enn, la valeur commode x =0 donne d= 3.
Véri cation x =1 acceptable : associer les 2 termes non réels.

3. (*) Dans cet exemple-2, on calcule et utilise lelébut du reste .

4 b
x2x(x7++1|) - I+ i+_+x—ii car :N(x) = D(x):(x i)+ [ x%+ .

X2 X

donc : NOI X i+ L (fractions soulignées égales pout apres)
" D(x) - X2(x + i) g > €gales pout ap :

Méthode : Multiplier par x2, puisx =0 [noté x?; x =0]: a=1=i= .
Idem : Multiplier par (x + i), puis prendrex = i; alors, cette fois: c= 2.
x =0 : pble déja vu. Mais on peut utiliserl : dans les 2fractions soulignées ,
on multiplie par x et on fait tendre x vers1 ; alorsb+ c= 1;b=1.
Véri cation x = i possible.Sans le début du reste, faire aussi x =1 : moins bon .

27.2.2 Autres exemples
cte cte te
+ +
(x+1)3 (x+1)2 x+1

1. Décomposer : Rép. : déja fait car on a et unicité !

_
(x+1)3%
(x+1)3%

) . o _ > 7 7
Réponse : il sut d'écrire 7x =7(x+1) 7 dou: G+D? . x+D)Z (+1)°

2. Décomposer :
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1 1 a 1
3. Décomposer ———. Réponse .————— =0+ - + ~. a;bfacile parla méthode,a= —.
P X2 +1 P x2+1 X 1 X+ o P 2i
. N . a .
Mais on peut ici utiliser la parité F(x)= F( x)= vE + o ) b= a, utliser x=0

et aussi multiplier par x, puisx = 1 qui redonnea+ b=0. (Et conjuguer sion veut:b= a.)
Bien voir car c'est la dérivée de x 7' Arctan (x).

1 . o A |
4, Décomposerm. En déduire une expression simpli ée de : Sp = . KK+ D)
L 1 _ a b e _ 1 . . 1 _1 1
Rep..m—m ;+m, a=1;b= 1 S,=1 Py (télescopie) cark(k+l) = G
5. (*) Décomposer F _ Xrxtl Exercice de calcul
. ™ composer (x)—m. (Exercic calcul.)
X2+ x+1 _ a b c d

Ind. : ; et a;b;c;dréels en conjuguant, si utile.

—_— =0+ -+ —+ +
x2(x  1)? X2 x (x 12 x 1
a=1etc=3 aisément. Puis x; x =1 donne b+ d=0. Encore 2 éq. et la vérif. sera faite!
Voir que x = | est commode vis & vis deslénominateurs :1=j°=j: 1=5j = j?= 1 |, avec

.2 .
I'implication ‘(Aj +B=Cj+D;A B;C;Dréels)) A=C;B=D:|A gauche]jzﬁJr1 = 2,

adroite aj +b(1+j) c(1+j)+d; dou2ég.b ¢c=0;a+b c+d= 2; donch=3;d= 3.

27.2.3 Décomposition de PAX)
P(x)
Remarques Toute autre solution que la suivante : di cile ! [Pensera P(x)=9:(x 1)%x%]

Tous les pbles sont, en fait, simples; normal car : i est racine d'ordrek > 1 de P, alors a racine
dordre k 1 dePCet donc pdle d'ordre 1 de notre fraction ! Toutefois, le numés suivant (sur les
poles simples) ne va pas_cara fraction P%P n'est pas irréductible si P a des racines multiples !

Si P(x)= ki(x ag) h:(x ap) z(x  ap) P, avec (uvw)’= ubw+ uv+ uvwli s PYx) = i
donc : PAx) = L o4os P_:1 (Les coe cients sont donc ici des entiers naturels )
P(x) x @& X ap

27.2.4 (*) Complément théorique : cas d'un pble simple
N (x)

: . _ . X A . .
Suposons une fraction rationnelle |rreduct|blem pour laquellex = a est un pole simplei.e. (=id est) :

. 1 N : . o o
D(@)=0; DYa) 60. Ainsi: o1 n‘admet que des péles simples : las racines niemes de l'unité.
N (a)

DYa)’

. 1
Dans ce cas , le coe cient deX a est:

N (x) . o . .
Eneet,ona: W = EX)+ < a+ parties principales relatives aux autres poéles.
_ N (x) ol 1% D(x) _ D(x) D(a)
Eton saitque: = ‘(X a)]x=a (évalué enx = a) et alors = I DYa
si a est réel; (sia non réel, utiliser la formule de Taylor pour les polyndmes.)
1 Xty 2 1 Mk ,

=0+ ennotant!y=e » . Alors: (= ———== —. Pourquoi ?

xn 1 o X Tk n:! g n

K1

Vérication : Si n> 2, on doit avoir '« =0. Pourquoi ? (avecl ). Est-ce vrai ? (connu !)

k=0
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27.3 Décomposition en éléments simples sur R

27.3.1 Le résultat
2x4 _
[x2+1]:(x+1)2°
Rien de changé pour la partie entiere. Rien de changé concemt le pole (double)x = 1.

1. Sur un exemple

~ . . . , . , . AXx + B
Pour le pélex = i regroupé ici avec son conjugué& = i, la décomposition est I A B
2x4 Ax + B c d

étant 2 constantes réelles a calculer (aprées)

= 2+ + + .
[x2+1]:(x+1)2 x2+1  (x+1)2 x+1
2. Autres exemples

1 a bx+ c dx + e
) =0+ + +
(x+1):[x2+ x+1]2 X+1 [x2+x+1]2 x2+x+1
4

, . . X*+1 , .
. L'exemple de fraction non réelle T D) n'a pas lieu sur R.

7 7x 1 X%+ x+1
(x+1)3" (x+1)3" x(x+1)" x2(x 1)2

de maniéreunique .

identiques sur R ou C.

. Les exemples

. Et déja décomposée sur R (mais pas surC : vue).

1
x2+1
3. Que devient la méthode, vue sulC, pour le cas deR ?

1 a bx+ c dx + e

=0+ + + )
(x+1):[x2+ x+1]2 X+1 [x2+x+1]2 [x2+ x+1]

Sur lI'exemple F(x) =

Or}amultiplie chaque membre par [x?+ x +1]2, puis on fait x = j (qui annule [...]) !

< Adroite : il reste b:j+ c seulement.
R 1 1 i . Or:
Etagauche : —— = — = — =
a gauc 1 2 1 j

Sil 62R; A!! + B =C! +D; A;B;C;D réels) A=C; B=D [avoir]. Dou b= 1,c=0.

Finir
a est facile. x =0 est bon et donnee. x; x = 1 est bon aussi et donnel. x = i pour Vvéri er.

(Autre facon ayant betc: On peut (pas obligé !) aussi faire

F(x) bx+ c o 1 0+ 2 dx+ e et )
X2+ x+1]2 7 X2+ x+1] Xx+1 [x2+ x+1]
27.3.2 A bien noter
, _ 1 _ a bx+ c dx + e N |
1. Momscommode.(X 1):[x2+x+1]2_0+x 1+[x2+x+1]2+x2+x+1' bj+c= 1
Alors faire le produit en croix c(bj+c)(j 1)=1 etdésquona j2 mettre 1 | :

b( 1 j)+cj bj c=1. 2ég.: b c=1; 2b+c=0. Finir(x=0;1), vérier (x=1).

S _,,Mx+B ¢ _ d lci + A + B =2:i%=(1+ i)?
[x2+1]:(x+1)2 x2+1 (x+1)2 x+1° A= 1B=0;c=1;d= 3?

2. Exemple initial :

3. Attention : ne pas oublier ni partie entiére, ni parité s'il y a lieu

1 1 ax+ b cx+d
'Paire] —— surR. x*+1=(x2+1)2 2x?; dou =0+ B _ + n_ .
-x4+1 ( ) x4+1 x2 U2x+1 x2+ ' 2x+1
Parité F( x) = F(x) : plus que 2 coe cients inconnus ! x =0; x = i : terminent.

_ _ p_
(La méthode (*) ? ! annulateur dex? ~ 2x+1; 12=" 21 1 al +b=1=12+ 21 +1 ..)

1
Impaire| ———— (R ou C : c'est pareil ici). Ecrire F(x)= F( x) et unicité ... Ci-aprés.
[Impaire ]| =77 ( p ) (x) ( x) p
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27.4 (*) Exercices en complément

1
27.4.1 Une fraction impaire SR
P X(x2  1)?
1 1 a b c d e
Ona: FM= 5T 17 ” xx D2x+D?2 x x 12 x 1 x+D2 x+1

. a b c d e . .
Puis F(x)= F( x)= —+ + + + attention ! Donc par unicité
(x) (%) X (x+1)2 x+1 (x 12 x 1 &
d= b;e=c Ou = ! =2, i PR S d P
T x(x2 12 x(x 12(x+1)2 x (x 1) x 1 (x+1)2 x+1°

Maintenant :
a est facile avec la 'méthode"; bidem; et x;x = 1 est bon et donnec. (x = i pour vérier

mais on peut aussi relire son calcul) soit -1 1= 1=2 + 1= 1=
P x(x2 12 x (x+1)2 x+1 (x 12 x 1

1
27.4.2 Un cas de pole d'ordre élevé
P X+ 1)(x+2)°
1 a bs bs by bs by b
Not . = + + + + + + )
OONS - KA D(x+2)6  x+1 @ (xX+2)° x+2)5 & x+2% x+23 x+22 & x+2
a est facile ; bs aussi; by aussi (avec x;x = 1 ). On veut bien a la rigueur passer(x ¥2)6 a gauche
mais il reste 4 coecients ! Il y a bien mieux, voici :
|Posonsx+2= T ou x= 2+T| alors x+1= 1+T eton cherche :
1 _ a be .. 0 N T : 5 6. @&
(1+T)T6 - 1+7T + ﬁ+ i+ T ou encore : 1+T - bs+ bs:T+ i+ b:T°+ T T

Eh bien, I'écriture

T = b+ bs:T + ::+ b T2+ T8:G(T) ot T non en facteur dans le dénominateur

de G(T) s'appelle "division suivant les puissances croissantegle 1 par 1+ T (hors programme).
6

TT =1+ T+ T2+ T3+ T4+ T2

Mais ici, elle est connue car.

1 1
Donc = 1 T T2 13 T4 T5 78~ DoU bgy=bs=::=b= 1eta=1.
1T 1T b = bs by

27.4.3 Equations réciproques

Une équation (1) ag:z" + i + a,=0, a, 6 0, est dite "réciproque" si a racine d'ordrek ) 1=a aussi.

. . 1
Or I'équation dont les racines sontE est : ; +:+a,=0 ou (2) a,:z2"+ na;z++ ag=0.
_ a a .
Donc : (1) et (2) ont les mémes racines, S _ & _ = L=k avec k?=1, soit k= 1
an an 1 dg
L'équation est donc du type (I) si ax = a, « X3 +2x%2+2x+1=0]
ou bien du type (I) si a, k= a X x®+( Dx*+@ )x®+x 1=0].

Résolution : Une fois les racines éventuelles 1 écartées, on arrive a une équation réciprogue aussi,
de degré pair et du type (1) (sinon 1 serait encore racine) sbihbox? + b;:x? 1+ ::+ by =0 et

1 1
bp =+ by, etc. Ouencore: hyx" + x_f]+ bi[x" 1+ FH i+ b =0.
1 1 1 1 1
Posonsy = x+ —; alors x2+ = =y? 2; vyiy? 2)=(x+ 5)(x*+ =)= x3+ —+y donc
713’ X 2 y:(y )=( X)(l x3) | 3Ty
X3+g=y X_k) (x¥ l‘*w)-
D'ou une équation de degré moitié ery. Voir les 2 exemples.

3

L. 1
3y; etengénéral x<*1 + T = (X ;):(xk +
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CHAPITRE 27. FRACTIONS RATIONNELLES

Exercices : Fractions rationnelles R(x), C(x) PTSI

~ _ P
. Pour P(x) = k(x ap) *:u:i(x ap) *, calculer P° (méme avec coe cients complexes) pwsE.

. (*) C.N.S. pour que F(x)=

Calculer la dérivéen-ieme de:

X +2 _ 1 §
N Puis de : il (Décomposer surC.)

. Décomposer surC :

x 1 L (x2 x 172
x2(x +1)2 (x=1); x2(x  1)2
n! . . 1 . oo " 1
x(x  D(x 2)u(x n)’ ) Xx(x2 1)? (impaire); ) (x+1)(x+2)6°

a1 (paire); (partie entiére non nulle);

puis ()

. (*) Décomposer

1

(a) sur C puis surR : D

3 .
——— (a voir);
1( VOir)

3 7+1)2 (paire).

x4+3x2+1 x5 +1
(x+1)2(x2 x+1) X2+ x+1)2°

1 1
b) surR: ——5—— R —
(b) X4+ x2+1 x3(1 + x3)

(T =x°)
0

(*) Déduire que les racines deP®sont barycentres de celles d®, a ectées de coe cients positifs.
(*) Puis interpréter ce résultat en termes de convexité. (Théoréme de Lucas).

. On cherche les polynéme® tels que P divise P.

(a) Veérier que O est le seul polyndbme constant solution. Essayer de trouveraltres exemples.
(b) 1ére méthode Sin=degré(P) > 1, vérier que : n:P(x)= PYx):(x a). ()
Alors, avec( ) : Sibest une racine deP d'ordre k > 1, véri er que b est racine deP°d'ordre
k 1etdoncb= a. Conclure queP n'a qu'une seule racine (d'ordren).
(c) 2éme méthode Avec ( ) et la formule de Leibnitz, montrer (n= k):P®)(x) = P&*D (x):(x a).
Conclure que P®(a)=0,sik6 n 1. Donc P(x)= K:(x a)".
PAx) _ n , , Pqx)
P X a( ) d'une part. D'autre part B (x)
précédent ou cours). Par l'unicité de la décomposition (nordémontrée, il est vrai), conclure.

(d) 3éme méthode( ) donne est connu (ex.

[On peut aussi penser a une équation di érentielle ; voir cepndant quea peut étre non réel.]

(x_a(x b

x 02x d)2; c6 d ait des primitives rationnelles ?

Ind : On écrit F(x) = + + + .Onveut = =0;mais + =0

(ind (x) x ©2 x ¢ (x d2 x d

(avec x;x = 1) donc C.N.S. = 0. On verra alors que ceci se traduit -par équivalence- par :
1

Y + _— = 4 ; Ceci signi ant que (a;b; c; d sont en "division harmonique" -ou quadrangle
harmonique si complexes- avec, par ex., la relation équivate : (a+ b)(c+ d) =2(ab+ cd).]

Autre solution commode : identi er une primitive avec k=(x c)+ I=(x d) et dériver celle-ci !




Chapitre 28

Intégrales simples f : [a;Q! R

Il s'agit d'un segment [a; b et d'une fonction bornée; sinon "Intégrale généralisée". [Spé comme les cas

Z, VA Z,, Z 4
. . fc - dx _ dx _l@+1(Ca_
, p?.dx, ; In(x):dx (non bornée); . X I(a) = L T oA = 3 =2 1]
» Zy
28.1 Dé nition de f (x)dx en se limitant & f continue par morceaux

a

28.1.1 Cas des fonctions en escalier sur [a;[d, a<b : aire

1. Dé nition
f dé nie sur [a; b est dite "en escalier" s'il existe un nombre ni n et une subdivision :
Xp= a<Xxi<::<X = b dite "adaptée" telle que f soit constante sur chaque ]xj 1;Xj[:

Exemple:

x 7! E(x) est en escalier sur [Og] et 0< 1< g <2< g est une subdivision adaptée.

D'ailleurs : chaque fois qu'on rajoute un point nouveau a unesubdivision
(on dit subdivision "plus ne") si la premiére était adaptée af, la seconde aussi !

2. Propriété-Dé nition

X
Sif = kj sur]x; 1;xi[ pour une subdivision adaptée; alors = (Xi  Xj 1):ki ne dépend
i=1 i
b

pas de la subdivision adaptée ; on l'appelle intégrale def sur [a;b] et on note  f (x)dx:
a

Z 5=2

Démonstration . Se limiter simplement a voir que : E(x):dx =2.
0

Beaucoup de dém. seront omises mais faisons celle-cll) D'abord un dessin !
2) Puis, soit = Xg= a<Xxi<::<X = bune subdivision adaptée. Notons :
O= [ x% x%21x;i 1;xi[} Alors = ocar(x; X 1):ki =(xi x%k +(x° xi 1)ki.
Et donc en ajoutant un nombre ni de points a , de méme.
3) Puis : si 1 et ,sontdeux subdivisions adaptées, ,= | ,= .

28.1.2 Cas fondamental des fonctions continues sur [a;h, a<b

1. Théoreme
Approximation uniforme desf continues par une fonction en escalier minorante ou majorde.

f étant CO([a;b)); 8 > 0; 9" et enescalier' 6 f 6 et 8x2J[ajh; 06 (x) '(x)<

Admis. En patrticulier :
8x 2 [a;h;jf(x) " (x)j< donc:|supgapjf ' j6 |;onditque l'approximation est uniforme.
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2. ConséquenceA partir de la, on voit sans peine que, sia <b, pour'; en escalier :
Zh Zy
supf ' (x)dx;'" 6 fg notél- estégala inff (x)dx; > fg noté l.
a a Z
b

‘Cette valeur commune par dé nition | est appelée intégrale ddé sur [a; bl et notée  f (x)dx. !

a
‘En résumé, on prend soit les fonctions en escalier minorargte soit les majorantes ; soit les deu#.

/

]

28.1.3 (*) Extension au cas des fonctions continues par morc eaux sur [a; b
z 3

. . 3 5
1. Exemples Limiter les paragraphes 2,3 a: g:E(x):dx =0+ Z + > Dessus, g.3.
SACTIPIES 0 oo, Ye9-

) = Arctan [tan(x + Z)] -périodique ; graphe ?

Fonctions CM : x 7! x:E (x)=2

1+t
Complémentf (x) = Arctan (ﬁ::gg

On peut la compléter aux points =4 + k: par la valeur 0, si on veut.
2. Dé nition. Théoréme (facultatif) Casa<hb.

On dit que f est continue par morceaux sufa; b s'il existe un nombre ni N et une subdivision
(adaptee) ag= a<ap<::<apn = b telle que f, .5 Soit continue et prolongeable
par continuité sur chaque[a; 1;a&], ce quisignie : limites nies aux bornesa’ ; eta .

Notons : Ca; b désigne I'ensemble des fonctions continues s{a; 4.
On notera : Es[a; b I'ensemble des fonctions en escalier sia; bj:
CM|[a; b I'ensemble des fonctions continues par morceaux si&; b : il contient les deux autres.

Alors ‘ Le théoreme d'approximation par des fonctions en estiar s'étend aux fonctionsCM [a; b. ‘

3. Conséquence
On dé nit l'intégrale de f_2 CM [a; b pour a <b comme ci-dessis De plus, on pose
ra a z b Z a
si a= b (dé nition) f(xX)dx=0; et sia>b f (x)dx = f (x)dx.
b

a a
Note ‘Changerf en un point, donc en un nombre ni de points, ne modi e en rien lintégrale.

28.1.4 Enoncé des propriétés de l'intégrale

1. Par rapport & lintervalle . | Relation de Chasles
L

c VA b Z c
Sif continue par morceaux : 8a; b; c: = + gui se généralise.
a a b
2. Par rapport a la fgnction. | Linéarité
Zb
Posons I (f)=  f(x)dx; alors \l(f +g)=1(f)+1(g:; 1(:f )= : (f); 2R.\
a .
. . | | X 4 H
ZPbour f: [a,gt.) C, (par e@ryplex 7' €*), on dénit :
fQdx= fi(x)dx+i  f,()dx. Alors [I(:f )= :I (f); méme pour 2 C.|
a a a
*Pour la fonction 1g sur [0; 1], on a aisément |- =0 <14 =1 ; on dit "non_intégrable au sens de Riemann".

2pour d'autres fonctions aussi. f (0) = 0 ;f (x) = sin(1=x) sur [0,1] est : non continue par morceaux, mais a une intégrale !
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28.1. DEFINITION DE
A

28.1.5 Inégalités

=

F(X)DX EN SE LIMITANT A F CONTINUE PAR MORCEAUX

=
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<y
f (x)dx > 0;

a

Sia6 b: f>0)
1. Théoréme

En particulier : a6b )

dou f 6 g)
Zy
j f(x)dx | 6

a

f(x)dx 6
azb

jF(x)]jdx:

a

L

a

b
g(x)dx:

Démonstration®  Attention : a6 b

Sif > O,"' = O est une fonction en escalier minorante et
a
donc I(g f)=1(g

Pour la déduction, voir queg f > O;

Puis le cas particulier :
j fj6f6jfj; etdonc

2. Remarque: Sijf j6 K et a6 b, on peut majorer encore :

28.1.6 Valeur moyenne de f

IGFpe )6 1Gfj; or

Zy

Zy

a

"(x)dx=0 6
1(f)> 0. "

Zy

-

f(x)dx = 1 (f).

B6 A6 B donnejAj6 B:

jf(x)jdx6 K:(b a):

1. Dé nition

On appelle valeur moyenne dd sur [a;h], a6 b, la valeur

b

Ly

f (x)dx ;

Si

m6f6 M, ona:

2 [m;M].

a
(Voir le rectangle de méme aire).

Démonstration Permuter a et b n'a pas d'e et sur

. on peut donc supposeml < b. Puis facile.

. Z
P —— ‘ b
Exemples| Valeur moyenne dex 7! R2 x2 sur [0;R] L f(x)dx = (b a):
a

. 2 .
Avec l'interprétation géométrique (quart de cercle) l'intégrale vaut ——; =) = %.
b
Idem. Calculer par interprétation géométrique (demi-cerée a prouver) (x a)(b x)dx:
a
Remarque
1 Z c Z b
Sia<c<b etf >O0sur[a;c,f 6 0sur[c;h, I'aire géométrique vaut f (x)dx+ | f (x)dx j.
a C
2. Cas ou f est continue sur [ a;b
Zy
Propriété | Dans le cas ouf est continue sur p;b], 9c 2 [a; b tel que  f (x)dx =(b a):f (¢):
a
Démonstration [Propriété essentielle pour une preuve de la partie suivante B
On prend M = sup(f) = f (x1) par Théoreme de continuité sur un segment; idenm = f (x2).
Par le Théoréme ici des valeurs intermédiaires avecka comiité : 9c2 [x1;x2] [a;b: = f(c).
b
Théoreme: Hypothéses pour pouvoir a rmer f(x)dx > 0 [utilisé en Spé ]
a Z -
Les 4 hypothéses suivantes a<b; f > O; f 6 O; f continue; entrainent f (x)dx > 0O:
a
Démonstration
: f .
Soit xg tel quef (xg) > 0. Avec = ()2(0) > 0; commef continue, 9 > O0tel que :
: . f
sur X ;X o+ [\[a;b intervalle de longueur | > 0, on ait f (x) > f (Xop) = (;O);

ailleurs f > O; dou:

b
f (x)dx >

a

F(x0)
2

Contre-ex. si on enléve la continuité
prendref : x 7! E(x), f 6 O sur[0;1]

3Plus généralement, | (j f j) existe dés quel (f ) existe; par exemple pour les fonctions monotones ;1=E (1=x) sur [0,1].
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28.2 Calcul d'intégrales

28.2.1 Théoréme fondamental du calcul intégral : ici c?t

f
Soit f continue surl intervalle, a2 |I. Alors F(x) = Xf (t)dt est dérivable de dérivéd .
L a Z,

Theoreme  pys (aisé) : Toute primitive est du type ~ G(x) = F(x)+ cte et f (x)dx = [G(x)]?

Au passage, toute fonction_continuesur un intervalle y admet donc des primitives.

Z X Z Xo+h
Démonstration. Déja f (t)dx existe. Et 9c 2 [Xg;Xo+ h]: F(xg+ h)  F(Xp) = f (t)dt = h:f (¢
a Xo
avec la formule de la moyennef C © (pas seulement continue par morceaux). Don%(F (Xp+h) F(xg)) =
Z _,

f (c) ! Of(xo) avec encoref C°, d'od Fxq) = f(xo). Ex : i sin(x):dx =[ cos(x)]g > =+1 > 0.

C'est la 1ere facon de calculer une intégrale (aire) : avec les primit ives (mieux vues au ch. suivant) ;
la 2éme : intégration par parties (ci-dessous); la 3éme : cha ngement de variables (ci-dessous).

Soit mamtenaptf Cdefa;bl! R et u;v:J! [a;b, deux fonctions dérivables.
v(x)
Alors  (x) = f (t)dt est dérivable surd et  qx) = f [v(x)]:vax) f [u(x)]:u%x):

u(x)

Conséquence

Démonstration. Soit F une primitive méme non expliscitée de f ; alors (x) = F[v(x)] F[u(x)] est
Z 2
‘. L ) 1 d =x dt | 2x 1 _x 1 )
dérivable par composition, etc Ex : [f (t) = In(t)] ( ) In(t))_ nd G0 - Ineo’ x>0, x61.
z zZ,
28.2.2 Intégration par parties notons f (x)dx pour f (t)dt + cte, primitive si fC©°

a

o Seitici x I u(x); v(x); C* sur un intervalle [u vcontinue par gorceaux sut], alors
Théoreme

u(x):vIx)dx = u(x):v(x) v(x):uq(x)dx ou u:dv = uv vidu; du= u%x):dx:

Démonstration. C'est (u:v)2= ulv + uv® et.on intégre. 4 exemples a hien voir :
Z =2 =2

X:cos(X):dx = x:sin (Xx) sin(x):dx ... X:cos(X):dx = [x:sin (x)]0=2 i sin(x):dx = > 1,
0 0

cgr on a posey(x) = X vu qu'on voulait le dériver (dlmlnue le degré du polynéme) et vo(x) = co9X).

In(x)dx = In(X)g :dop dX... u(x) = In(x);v°(x)=1 1) In(x) dx = x[In(x) 1]+ C eixdx =

zZ, zZ,
Ty 1 X _ 1 2y 1 In(2)
. Arctan (x)dx = [x:Arctan (x)], . T+ %2 dx = 1% In(1+ x%) , 2 5

, u(x) = Arctan (x);v(x) =1

28.2.3 Changement de variables

N
N

1) Pour les primitives : soitx = ' (t); C1; f(x)dx= f[ (t)]: %t)dt mais on impose

Théoréme de plus' bijective pouErevenir axz' t=" Yx): 2) Tandis que pour les intégrales :
- b

si'()=a"()=Db; f(x)dx = f[' ()] Yt)dt, sans que' soit forcément bijective.

Démonstration de 2). V0|r a droite, que Fo' est une primitive. 4 exemples :
0 Z t=0 Z a Z a a

f paire sur[ a;a]) f (x)dx = f( t):( dt) = f (t):dt. f(x)dx=2: f(x)dx.
a t= x t=a car f 0 a 0
dx = dt paire
Z 0 Z a Z a Z 0 Z a
De méme : f impaire sur[ a;a] ) f (x)dx = f (t)dt; et donc : = + f(x)dx =0
Z a 0 a a 0 4
(1+ x?)%:x:dx primitive d'un polynéme ; développer (1 + x?)® mauvais car}u3(x)'u°(x) de prim. % !
Z a
1In+(>;) dx; onn'‘a pas de primitive expliscite maist = = ) 8 a>0lag= lg: I4=0.
1=a

Soit 14 =




28.3. SOMMES DE RIEMANN (F C° OU C° PAR MORCEAUX)
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28.3 Sommes de Riemann ( f C° ou C° par morceaux)
28.3.1 Méthode des rectangles ( Xp= a<x;<::<X,=Db "pas": maxjXx; X 1))
1. Notation. En général, subdivision réguliére :xj Xx; 1= bn_a. Puis sur [x; 1;%i]: f( i), avec
X
i 2 [Xi 1;%;] qui donne = (xi xi 1:f (i), appelée somme de Riemant. On prendra :
i=1
X X 1
les bords droits : = —a:f (a+ k:bTa) ou gauches : 0 = b_a b_a
k=1

—f(a+ ki——
o ( )
parfois les milieux (ici pareil que les tangentes aux miliex : méthode de Poncelet. Dessin aprés)

Z
b
Admis : Les sommes de Riemann ,, tendent vers
2. Théoréme®

f(t)dtsin! +1 . D'ou
z a Z
1 X b a 1 ~b !
Sp= —: f(a+ k: ) ! —  f()dt= = fla+ (b a):x]dx:
n n “n+1 b a 4 0
k=1
. . - . 1 i
\Comment reconnaitre une somme de Riemann si le cas ? voir 3 des :\ o etledélé” ﬁ"'
On peut se limiter a changer la variable discrete' ﬁ" en la variable continuex 2 [0; 1] on
Z 1
aaussi: = fla+(b a)x]dx [avoir: t=a+(b a):x]. Mais ne pas écrire"x= —-"1)
0
1 1 1 1 X .
28.3.2 Exemple. S,=—"+—+ + o+ == —— somme de Riemann :
n+1 n+2 n+n n 1+ K
16 k6 n n
: 1 .
de f(x) = T+ x CP sur [0; 1] avec les bords droits; (ou deg(x) = ” C sur[1;2].) Par théoréme :
Z7 Z5 X0
dx dt n+k In(2)
[ = — = = R —+ —=
Sy converge etSnn!. b 14X 1 In(2).| |Analogues | S, . TrKenl 41 7 >
x g 1 dx P— P - )
S, = P! p—— =[In(x+ 1+x2;=In(1+ 2): avec cette primitive donnée !
kep NE+kZnU+loo 14 x2

28.3.3 Complément : méthodes des trapézes de calcul approch € (cf. 28.5.1)
1. Valeur approchée Sur[x; 1;X;]au lieude prendre (x;

Xi 1)f (xi) (bord droit) ou (X;

Xi )f (Xi 1)
gauche), on prend la= somme (xi  x; 1) DTG paire gy trapeze (BaSe* basqihauteur
2 2 1 2
0 K 1 '
qui donne la valeur approchée : T, = —" T on % M + f(a+ kbn_a) .
k=1

2. Dessin:

équivaut a tangentes :

X
40n considére aussi la somme s

X
etencore: S = (i

Xi 1):mi, o0 m; =inf fr,, ,.,;; appelée somme de Darboux inférieure;
i=1

Xi 1):Mi, ou Mi =sup fr, ,i,1; appelée somme de Darboux supérieure.
2
Sun majorant de l'erreur est j , j6 Ml(bn a)

:fC * pour les bords droits. Mais pour les points milieux, ou métho de dite
3
"des tangentes" (aux milieux!), j n» j6 Mzgznza) (fC%;avecg(v) g(u)=(v ury

5+ ¢ 24u—)39(3) (9:c2 [u;v]

u)g%(
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28.4 Formule de Taylor Lagrange

28.4.1 Taylor avec reste intégral (*)

f(n)( )+ (b t) f(n+1) (t)dt

a

Soit f C "™ sur [a;b; alorsf (b) = f (a) + (b na)

b a
T fQa) +

Démonstration (en fait facile, p%r récurrence ; on dit aussi reste de Laplax)
b
1. n=0. On doit voir que : fqt)dt = f(b) f(a) avecf C*; c'est clair.

a
2. Passage au rangn + 1. On doit voir que :
(b t)n (n+1) (b a)n+1 (n+1) (b t) (n+2) ; n+2 .
Ry — f (t)dt = “hFD f (a)+ D f (Hdt sif C sur [a; h.
: \ e e alran vt e - [y = (B D" (b
C'est sans probleme, par parties, dés qu'on voit que : |v{(t) = py , v(t) = NCEE
28.4.2 Taylor avec reste de Lagrange
1. Egalité de Taylor-Lagrange pourf : [a;h! R.
b a b a b a"™! .
f C"™([a;b;R); 9c 2 [a;b: f (b) = f (a) + T fqa)+ =+ ( - )" — 7 f(M(a)+ ((n+71)!f( YV (0).

Démonstration ( )Z: Soit m = inf yf "M = supgf O ou|f ™D COa;h ! R.| Aisément
(n+1)! " o°
(b a1, nl!

f (™D donne :9¢2 [a;H tel que Y = (" (¢); ou

Y = f (D (t)dt 2 [m;M]. Le théoréme des valeurs intermédiaires pour

a (s t)n O Y ¢ (tygt = (tzn f)ln):l £041) (g,
2. Exemples importants
Retenons : Le cas = 0 de la formule de T-L : |9¢ 2 [a; b tel quef (b) = f(a)+(b a)f Xc)| est
le Th. des Accr. nis ! (sauf gu'on sait méme 9c 2]a; d sia 6 b avec des hypothéses moins fortes).

(x_a)-
S

Prenonsb= x; f )(a) est la "partie polyndmiale” (de la formule de Taylor) connue

k=0

Pour f = exp,a=0;b= x;onvaprendrex =1 (puis x = 100ux =+100 ; non proche de 0)

Alors: je¢ @1+ =+ X2 o Xn) j6 i K o0 K =su (") ne dépend pas da
. J I 2| T n! J (n+1)! . - p[O,X] p p .
Poura xé, n! +1 onsaitﬂ I 0f; dou par exemple |S, =1+ 1,101 e
o ’ ntnt 1| " 1120 77 nint +1

3. Complément : Inégalit¢  de Taylor-Lagrange pourf : [a;b! R?
Au lieu de I'égalité de T-L, on utilise l'inégalité (moins simple) de T-L : En e et, l'inégalité est
vraie pourf :R! Couf :R! R2. Mais I' égalité des accroissements nis n'est pas vraie pou
f :R! C. Exemple :f(x)= & sur[0; 1:f( ) f(0)= :f Yc) impossible avec les modules !

xXn ; in+l
Inégalité de (T-L) : jf (b) (b a) = T tM@)je ‘t(’n+71’)lsup[a;b] jfOD j f c"™lah:
k=0 )
4. Note (*) : Diérence entre le reste de Lagrange et celui de Young ? ( ici : DL, ch 30)

Alors que le reste de Lagrange ne suppose pas a "petit" : Bien relire I'exemple précédent.
Celui de Young (x a)": (x) n'est connu quesi x proche dea. (ch.Développements Limités.)

Retenons I'égalité de T-L pour f :[a;b! R, qui généralise les Accroissements Finis.
L'inégalité s'en déduit aisément (et se démontrepour f : [a;b! R? & partir du reste intégral).
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28.5 Compléments
28.5.1 (*) Majorant de l'erreur dans la méthode des trapézes
Trapézes © D'abord : g(v) g(u)=(v u):go(u)J; v (v 12u)3:g(3) (©); ¢ 2 [u;V].
(Prendre h(x)= g(x) g(u) (x U)M K(x u)? K tel queh(v)=0.)
2y ? Ma(b a)®

Puis avec . f(x)dx=g(v) g(u) arrivera: j nj6 — oz

fC 2, My = SUP[a;) J f J

28.5.2 (*) Probleme corrigé : intégrales de Wallis

L =2 L =2
1. [Soit I, = sin"(x)dx;| alors |I, = cos' (x)dx.
0 0

Obtenu avec t= - x; (et dessiner cos, sin? sur [0; 5D
2. Puis on a la formule de récurrence n:il, =(n 1)l, 2| avec |lg= > l;=1.

En eet

E =2 Z =2
Iy = sin™ 1(x)g :sin(X)edx =[ cog(x):sin™ L(x)]g *+(n 1): cogx):sin™ ?(x):cog(x)dx
0

0
et en écrivant cos(x) =1 sin?(x),ona: I, =0+(n Dl, 2 4] pourn> 2 .. (Finir !)

;s R T _3, _ 31 _2 _2 _4 42
3. Cela donne: |2—§.|0— 5% l4 = 4.|2—4:2. et Iz= 3|1— 3 lg = 5.|3— 53
4. Ensuite [niln:ly 1= 3 En eet: lasuite n:l,:l, 1 est stationnaire (aisé) et vaut 1:l1:l¢.
I —
5. Puis I, ~ 5| Eneet sin™ 2> sin” 1> sin” sur[O;E] donnel, 2> 1, 1> 1p> 0;
1 S H H . - 2 —
dou I, a1 I, 1 endivisant parl, : donc n.Inn! 1 =2 ..
P
6. D'ou Cgp o a1 p4_:p [Formule de Wallis utile pour montrer la formule de Stirling donnant
un équivalent den!]. Eneet:
r—
| = 2p D(2p 3):::3:1__ _ 2p(2p 1(2p 2)(2p 3):::3:2:1__ - (2p)! B -
2 2p)2p 2)::42 "2 [(2p):(2p 2)::4:2]2 2 22p(ph2T2pr +1 0 22077
28.5.3 (*) Précisions
Z X
Quand f continue, x 7! f (t)dt est dérivable : primitive de f . (Théoréme fondamental.)

a
Quand f est seulemgent continue par morceaux (donc bornésur [a; bj), on a quand méme (aisé)
X

F:x7! F(x)= f (t)dt est déja continue [on met la lettre t sous l'intégrale]. car :
a Z Xo+h Z Xo+h
jF(xo+h) FXgo)j=] f(t):dtj 6 | jf@)j:dtj6 K:jhj; (K majorantdejf j).
X0 X0

X
Et la ou f continue (donc sauf quelques points ),F dérivable.  (cf. x 7! E(t):dt sur[ 1;2])
0

® Et si f a une convexité constante, encadrement avec la méthode "destangentes” ! On peut faire aussi un bary-
centre de la méthodes des trapézed, et de la méthode des points milieux ou des tangentesl , : c'est la méthode de Simpson.
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M+ Exercices : Intégration des fonctions :R! R PTSI
z z z x:dx k:u®
1. Par parties . In(x):dx, Arctan (x)dx, Arcsin (x)dx  ( 19ﬁ . type pﬁ).
- X u(x
Z
2. Changement de variable : (@) x(1+x?%dx (avec u=1+ x?).
Zart VA Z 1=
(b) Si f 2 CM, T-périodique; montrer : f (x)dx = f (x)dx = ;2 - indépendant dea.
) Lz PgLPy
* = : =2 = : = =
(c) (*) Avec x = tan(t);t 2] 2, =2[, montrer que : | | @+ D)5 > > 0.

3. (*) Calcul des limites des suites ¢n reconnaitra que ce sont des sommes de Riemann ]:
z 1

X n3 1 Xk - : 1 -
(a) Avec k? — et S, = = (=)? déduire lim S, ( x%dx= = Archiméde)
1 nt +1 3 - n nto+1 0 3
1 1 1 . 0 z
n — - - . . - y
(b) Sn = n'[ln(1+ n)+ s+ In(a+ )] [Ajouter In(1+ n) bords gauches, In(t)dt vu]
X ok ok Z1 _
(¢) Sy = F:Sin(T): [On calcule : x:sin (:x )dx par parties]
k=1 0
X k2 o z } 3 .
(d) S, = —p—. [Indication :  [u(x)] ¥2:u%x):dx = Zu ™' + Cte]
wop N2 N3+ k3) 2
)(] - .
(e) Sy = i: :p k(n k). [Poser x = 1+ sin(®) dans l'intégrale ou interprétation !]
n2 2
k=1
r
Y 2 2 1 1., (2n)!
_ k . H X — * - . n ( n)
() Pn-k:l 1+F . [In(Py) ; parties et—X2+l =1 —x2+1] (g P = el
1 1 1 11 1
4. (*) |Taylor-Lagrange. |Soitu, =1 =+ Z+::+( )" 1=: =1 Z+Z+:m+( )" ——,
(*) [Taylor-Lagrange. | Soit uj Statat( DT stetet( DN
(a) Sur une droite, dessinerus; uy; us; Us:::. Que penser si on considéraik, = Uzn; Yn = Uon+1 ?
x?  x3 x" ( DMix"*L

. . — 1.
(b) On donne pourx 2] 1;1]: In(1+ x) = X ?+§+...+( )" 'F+ "+ 1)@+ o

ou c 2 [0;x]; c'est I'égalité de (T-L). En déduire :jIn(2) upj6 1=(n+1).

. . 1 1)xn
(c) Plus simple: Intégrer sur [0; X]:1 x+ X2 + (0 x)" 1= (1
- z, . Z, 1+x 1+x

Montrer que : 06 I, = 1X+ de 6 x":dx. Conclure. (*) Cas de(v,) avecArctan ?
0 0

.Puis: X =1.

z b
5. () ["Lemme de Riemann-Lebesgue"] Soit | =  f(x)sin(:x)dx. Allure de x 7! sin(8x) ?

a
I . . .. .. Cte
On prend f C1. Montrer que | I! L 0 en justi ant avec soin (par parties) que : j| j6 —:
o+

z b z b
6. (*) Dans le casf :[a;b! C;(a6 b) linégalité j f(x)dxj6 j f(x)jdx estvraie (modules).
z b 4z b &z b z b
Une preuve astucieuse (*) G=¢ f)dx= € fx)dx=  f(x)dx6  jfi(x)]dx ..

a a a a




Chapitre 29

Calcul de primitives

29.1 Primitives usuelles

29.1.1 Tableau ( sh; ch; th; coth: alléger;

8 o+
2 F(x) = + cte; sauf si
f(x)= x N z+ i
- = 1: —=In(jxj)+C
X
Rationnelles:
1
vy Arctan (x) + cte
1 On décompose suR
"x2 1 P
Trigonométriques :
sin(x); cogx) coqx) + cte; +sin(x) + cte
1 _ 2
0P 1+ tan“(x) tan(x) + cte
1
N7 1+ cot?(x) cot(x) + cte
sh(x); ch(x) + ch(x) + cte; +sh(x) + cte
1 _ 2
) 1  the(x) th(x) + cte
200 coth’(x) 1 coth(x) + cte
~uYx) ) .
Avec leln : ) In ju(x)j+cte
. tan(x) In j coqx) j +cte
. cot(x) + In jsin(x) j +cte
. th(x) + In[ch(x)] + cte
. coth(x) + In j sh(x) j +cte

Par parties : In(x)

X[In(x) 1]+ cte

195

8

3

Argsh ... : hors programme)

Domaines etremarques ‘

z dx p

2 Ex: p==2:
7 X

> ©

2

X+ cte: ]0;+1 [

1 .
_7+C.]l ;0L 10 +1 [

x

N

dx
X2+ a2

dx__ 1'In'X+a'+cte
x2 a2 2a " 'x a!

1 X
—:Arctan (=) + cte
a a

NN

Z
sin(ax+ b) = —1003(ax+ b) + cte
7 a
=)  tan?(x)dx = tan(x) X+ cte
Z

=)  cof(x)dx = cot(x) x+ cte
z

sh(ax + b) = a%\ch(ax + b+ cte
=)  th?(x)dx = x th(x)+ cte
Z
=)  coth®(x)dx = ::

Une primitive de f [u(x)]uYx) est F [u(x)]
Unefrimitive de f [u(x)] estinconnue .

0 utt
u (X):u(x):dx = +1SI 6 1

Ex :

La ou le dénominateur est non nul.
Idem.
Rappelch > 1 sur R.
La ou le dénominateur est non nul.
Z

Idem : Arctan (x):dx.
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Irrationnelles : Seule la 1ére au programme S
=

1 _ dx . X
pﬁ Arcsin (x)+cte=  Arccos(x)+ Cte P=—= = Arcsin (5) + cte;a>0
X a2 x
Z
1 P —— dx P——
p— Argsh(x)+cte= In(x+ x2+ 1)+ cte p———=In(x+ x2+ a?)+ cte
1+ x2 7 X2+ a?
O —
pzl:l Dépend des intervalles X6 17?) p% =lnjx+ x2 a?Zj+cte
X X2 a
Attention _: Une primitive de  jf% n'est pas jf j !

29.1.2 Pour retenir

1. Homogénéité

dx . R . . L s R s
Dans 2+ 22 si X en [meétres],a aussi;dx aussi; le résultat est homogéne a [1/métres]; d'ou
. 1 .
la pres%nce du terme " 5" devant. Tandis que :
dx . . s . .
Dans P—— SiX & dx en [m.] : résultat homogene a un pur nombre; rien devantArcsin .
az X

2. Dgmonstration des formules encadrées
dx
z X%+ a?’

dx i 1
2 a2 a60, decomposerm sur R.

poser x = ait; a60 dx= adt...

z x?
p% poserx = a:t; on a besoin dea> 0 ... Et > Arccos(t) = Arcsin (t) !
a?2 X 7
. . . . . . dx
Celle-ci et la suivante non faites ... (I'énoncé la donnerd) : P—— poserx = at;a> 0.
7 X%+ &
A dx . z dx . 7 1 .
De méme pziaz ... Voir que : pTl =Ilnjx+ x% 1j+cte [deux intervalles].
X
29.1.3 Des exemples (surtout 1, 2)
z z
o . 1 cog?2 1 in(2 .
1. Par linéarisation connue : sin?(x):dx = % = E:[x sin( X)] + C. Mais:
z z 3
o , , _ P o sin®(x)
2. Sans linéariser si puissance impaire cos’ (x)dx = [1 sin?(x)]:d(sin(x)) = sin(x) 3 +C.
z
3. (*) Calcul de F(x) =  xitan?(x)dx par parties ! u(x) = x est un polyndme, mélangé a de la

trigonométrie. On dérive u(x); on sait intégrer vq{x) = tan?(x) tan(x) primitive de

1+ tan?(x) donc v(x) = tan(x) X primEive de tan?(x). D'ou (avec des constantes di érentes
2

par intervalles) : F(x) = x:[tan(x) X] [tan(x) x]:dx = x:tan (x) + In j coqX) j % + cte.
Z eAr(:tan (X)ZdX
(1 + x2)3=2

X = tan(t) avect 2] =2, =2[ (choix) dx =

4. (*) Calcul de F(x) = par changement de variables t = Arctan (x) ou bien :

z z

dt 7 éudtjcosi(t)j _ ‘. _
F(t) . - T(t) - e .COS(t).dt.
‘A ce stade, on sait nir ‘ (cf. 111). Cherchons une primitive, type : €e'[a:coqt) + b:sin(t)]; correct

. L R R 1
sia= b= 1=2 (en dérivant). Il reste a revenirax : coqt) = + — = p—;

1+ tan?(t) 1+ x2
1+

X ._Arctan (x) .
E{aﬁ.e'A + cte:

sin(t) = tan(t):cog(t) = p—— ... Dol F(x)=
1+ x2
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29.2 Primitive des fractions rationnelles

29.2.1 Théoréme [Programme allégé jusqu'a la n du chapitre ]

‘On sait trouver une primitive d'une fraction rationnelle : on la décompose suR saufsi elle est impaire!

Cas d'une fragtion enx, impaire, poser d'abordt = x? ou bien|f (x)dx |invariant en changeantx en x.
“ xdx - dt 1
Exemple : = = Z:Arctan (x?) + cte: 1 minute !
P 1+ x4 2(1+1t2) 2 ()

29.2.2 Démonstration
1. La partie entiére est un polyndme ; s'intégre sans problée
8 Z

x a) "t
1 2 (x Za) N = ¢ )+1 sing1
2. Les éléments simples de 1lére espéc connu
f n dx . .
X & z azlnjx aj+cte
A noter que | la premiere ligne vraie méme sa 2 C:‘
) : . . ax+ b : . .
3. Eléments simples de 2eme espece— . Ici, 3 choses a savoit
ix + px+ "
Faire la répartition suivante : ax+ b -2 X+ P + cte
" Dk 2P pxr A DE pxt g
Le premier numérateur  [:::]° prend tous les x ; le second une constante a ajuster.
. . a ud
Le premier terme est facile du type E:u—n.
L'autre di cile : trinGme sous forme canonique X2+ px+ g =[(x )2+ ?];cf. aprés.
z dx
Exemple sur le partage: —————— [non impaire !
P partag X x+D) | paire !]
1 1 Xx+1

On donne le résultat de la décomposition :f (X) = ———-)= =4+ —/——————.
P (x) X: (%2 x+l)) X x2 x+1
1 1
X+1 _ T(ZX 1) + 5
[x2 x+1] [x2 x+1] [x2 x+1]

I . 1 o
le 1etherme a pour prlrzmtlve facile: J = 7In[x2 x +1]. L'autre (dicile) vaut :

le partage:

dx d(x 1:%) . . .
K= ——75= p— (forme canoniqueutile maintenant ).
[x* x+1] [(x 1=2)2+( 3=2)?] -
Ici, en fait, elle est dans le tableau : L = }:Arctan (E) + C.
, t2+ a2 a a
. 1 X 1 2x 1 2 -
' = .In—454/——+ p=: —)+ C: =2: !
D'ou F(x) 5 InX2 71 p—BArctan(—pg—) C (In(x9)=2:injxj
z dt
29.2.3 Fin du cas général : ————n> 2
[t2 + 2]n
z z
On en était resté a dx t=x raméne a |, = _d
[x )Z+ v ) SN
Le casn =1 (I'exemple) est connu : tableau. Et 2 méthodesn > 2:
1) Le plus simple est dg poset = :tan (' );' 2] =2, =2[ ou |X = ian (" );" 2] =2 =2]

On arrive a : co(™ V(' ):d' et la puissance étant paire, on linéarise ...

2n 1

2) Ou, en partant de |, 1, relier I, et I, 1:: Et revenir a x.




198 CHAPITRE 29. CALCUL DE PRIMITIVES

On %eut s'entrainer sur un des exemples :

Z
dx dx
A= —_— B = —_—, Trouver :
[x2+ x +1]2 [x2+1]3
4'p§ 2x+1 1 2x+1 1 x 3 x 3
A= ——:Arctan —p—+ = + cte: B=- + = + —Arctan (x)+ cte:
9 "3 3x2+x+1 4[x2+1]2 8x2+1 8 (X)

29.3 Polyndmes et fractions rationnelles en  sin(x); cogx):::
z
29.3.1 Mondbmes  co?(x):sin9(x)dx

1. %i p et g sont pairs, on linéarise _ [rien de plus simple pour primitive 6 intégrales de Wallis ]
sin(2x)  sin(4x) N sin (6x)
4 4 12
2. %i p ou g impair, la Iinézarisation est médiocre car il yza bien plus sim ple. Exemple :

cos(x):sin#(x):dx = %s[x ]+ cte:

cog(x):sin3(x):dx =  cos(x):sin?(x):sin(x):dx =  cos?(x):sin?(x):d[ cogx)] donc
t= codx) facile avec sin2(x)=1 cof(x) !.. F(x)= COS; (x) COS;(X) + ct

3. Remarque chP(x):sh9(x)dx analogue, saufqu'au lieu de linéariser, mettre dese*; e

e.

X

29.3.2 Mélange d'exponentielles
Z

1. pour  €:sin(x)dx :

Par parties, deux fois: | = €*:sin(x) e“:cogx)dx [€" intégré; puis intégréa nouveau !]
_ €sin(x) coqx)]
B 2

+ cte.

| = €sin(x) €*:cogx) | + cte ! dou |
Avec des coe cients indéterminés:
On cherche une primitive du type €*:[a:cogx) + b:sin(x)]; on dérive et on identi e ...

Z (L+ i)
; € e . .
AvecC: | ==m e DXdx==m T+ +cte= =m=[(cos(x) + isin (x))(1 )]+ cte
doul = %[sin(x) cogx)] + cte.
Z

2. | = x:e*:cogx)dx [et analogues]

P (x) = x est un polyndme mélangé avec de la trigonométrie. Par part& en dérivant P

u(x) = x; vdx) = e:cogx); alors: v(x)= ::[ce qui précéde, au choix !]
-aX
dod | = X'ze [cos(x) + sin (X)] %sin(x)+ C:
z

3. Remarque sin(ax + b):cogcx+ d)dx ? On sait transformer un produit en somme !

29.3.3 Fractions rationnelles en  sin(x); cogx)

1. |Regles q’e Bioch# Le changement de variables sera donné.
L

dx la quantité encadrée (avec le tx") étant appelée
sin(x):(1 + 2cogx)) "élément di érentiel " ou "forme di érentielle ".

Soit | =
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Reéegles de Bioche
Si I'élément di érentiel est INVARIANT en changeant x en X, poser t = cogXx);

Si invariance en changeani en X,ici t = sin(x); (x n'est pas forcémentdans|[ =2; =2])
Si invariance en changeanx en + X, poser t = tan(x); (idem...)

Si pas d'invariance, posert = tan(x=2): On arrive a une fraction rationnelle ent.
Z z . z
Ex: t=cogx)) | = dx : sin (x):dx : dt
T © sin(x):(1+2co9Xx)) sin?(x):(1+2cogx))  2(t2 1)(t+ 1)

| = e—lsln(l co9x)) + %IZn(1+ co9x)) gln jl+2co9x)j+C

Idem avec t = sin(x), J = dx = 1 + 1 n L+ sin(x) et
' - ' ~sin?(x)icos®)  sin(x) 2 1 sin(x)
dx
.Avec t =t , dt=(1+ t¥dx ! K = : =t +C
vee an(x) ( ):dx sin2(x):cos?(x) an(x) tan (x)
2. | Trois exercices & notef
L
d : . . .
sin)((x) =1Inj tan(g j+C. Posert = coqx) est bon; mais exceptionnellement = tan(g)
o _ _ _ 2, X 7. dX _2dt
est plus rapide : sin(x) = 1+ dt=[1+ tan (2)]. > ) dx= 1T+02
z z z
dx__ In 'tan(i + —)j+C car dx _ dx+ 5) .. rameéne a la précédente !
cogx) : 2 7)) cogx)  sin(x+ 5) P '
Z .,
| = 2: dx
© o 2+ coyXx) ,
- 1t 2 t =2 I
On poseici: t = tan(g); cogXx) = m; trouver : p—§Arctan an X§ )+C comme primitives.

Mais pour lintégrale (fonction C° sur un segment), le changement de variable cause un saut en
Xx=2= =2 ou X= ! b

N dx - AL dx . 2 _
Reméde : | = 2% cosx) (période) = 2: o 2+ cosx) (paire) et prendre = p—§ > 0
29.3.4 Si fonctions hyperboliques :  hors programme
" : : _ ch3x) . . _
1. (*) Par analogie. Exemple : pourl = mdx, poser t = sh(x) ... car

cogy3x)

dans J = m

dx, fraction rationnelle en coq1:x); sin(1:x) on poserait t = sin(x).

[Trouver | =2:sh?(x) 4:ish(x) +5:In jsh(x)+1 j +cte]

2. Simplement, le cagt = tan(x=2) est plutdt transformé ent = €, plus connu quet = th(x=2).

Z
. d : . 1 t%d 2t
3. Deux exercices . sh();) =1Inj th%] +C [t= thg;dt = %;sh(x) = 1 t2]
dx C L :
Alors que pour m , 0N ne peut se ramenerici, a la précédente !  Au choix :
Z

c:();) = Arctan [sh(x)] + C = 2:Arctan [e*] + D = 2:Arctan [th(x=2)] + C = Arcsin [th(x)] + C:

[cf. Ex. ch12 sur les loxodromies de la sphére pour les primitives dbe=cogx); 1=ch(x).]

29.4 Et irrationnelles ?

P —— P —
Hors programme aussi; saufl= 1 x2 et 1= a2 x2 du tableau.
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M+ Exercices : Primitives des fonctions :R! R PTSI
1. Desyprimitives a bien voir 7z b 7
@  x*1+ x5)3dx o g © - @ 1h=  In"()dx
X x:In (x) n
2. Puiga bien voir aussi  [(g) : linéarisation inutile # (b) : linéariser ...] 7
(@ sin3(x)dx (b)  co(x)dx () e*:cod(x)dx (d)  ch(x):coqx)dx
3. Fra?ions rationnelles : en décorEposant SUR ; sauf si f(x) est impaire : poser d'abordt = x2.
@ x3 X dx ) x7 dx © - 32 3 10
X4 +3x2+2 1+ x4 (5 2)(x2 4x +5)
x:dx 11 1 3, 2t 1 N
@ g (1= 5@+ @ t+D+ Arctan ]+ cte; ol [t=x?].)
4. (*) Iiractions rationnelleszen sin(x); cogx). (Changement de variable donné)
dx sin(x) tan(x) 1 sin(x)
@) 7 cos3(x) (b) cog(3x) X © 1+ tan(x) XZ @ sin(x)[1 co9x)] X
© tan(x) 0 tan(x):dx @ dx 't = tan(2x)
1+ sin(x) cogx)[cogX) + sin (X)] g cost(x) + sin4(x) ———=
5 (* I%arties ou changement dezvariables (guidés) 7
. . R— — o x2:Arcsin (x)
(@  Arcsin (x)dx (b) Arcsin ICgxdx (Q X =sin(t);jtj6 =2) © T dx
Z r Z X
p
(d) Arctan iiédx (parties et t = p) () Arctan 1 x2dx(...puisx = sin(t);t 2 [7; E])
6.

(*) Des irrationnelles avec indications. (Obtenir une fiaction rationnelle)
r zZp z

@ x “laxac=P) ® Z22a;xa=P) (9 Pt (t = X2..)
7 xarl +1 7 0 X4+ x%2+1 b
(d) p;i (forme canonique) (e) ax? + bx+ c:dx (parties V0= 1;v = x + —)
7 ax?+bx+c 7 D 2a
dx 1 dx 1 3
f p——(t= p———— (X = x+ - = —sh(t
(f) (x + ):"ax2+bx+c( ) (9) X+HX2+X+1( ; 5= — sh(t)
- D .
ou:—3tan(‘)avecj' j< =2 oubien: x2+x+1=x+ )! (h) L
2 ) Z X2 4x+3
(idem avecch ou bien: x2 4x+3= t:((x 1)) 0] X+1dx (ici t = Fgx +1).

X+2




Chapitre 30

Développements limités. Formule de
Taylor-Young

30.1 Geénéralités

30.1.1 Un probleme

I . : . . . sin(x) X
On sait bien que : sin(x) X; mais : sin(x) X ? oubien: lim % =?
x! 0 x! 0 x! 0 X

C'est un probléme "local"; c'est-a-dire au voisinage d'un pint, qui demande plus de précision.

30.1.2 Exemple fondamental (avec 1+ q+ :::+ (") et dé nition

1 X
=1+ x+ x2+x3+ 4+ X"+ X" (x); 10 e = :
T x X+ X+ X x"+ x": (X) (X)x! o vu que (Xx) T x
Puis, changeant x en x,n xé: ( 1" ( x)= 1(x) avec 1(x)!I 00; gue l'on continue a
X1
noter (x) (mais ce n'est pas le méme) etdonc:(x) (X)= (x) pour 1(xX) o(X)= 3(x)!

. . 1
D'ol aussi =1 x+x?

1. On peut écrire

X3+ (D)X + X" (x); (x)!, 0

2. Remarques Ci-dessus x ! 0; mais plus généralementsi  x! Xo, (x)x!' § 0, h=(x Xp):
_ . 0

Dans la suite nie 1; h; h%::; h"; h": (h) ['reste"] chaque terme est négligeable/précédent

Notations de Landau. On note : si (x)X!I ) 0, (x xo)": (x)=0o[(x xp)"] ou bien si
I' Xo

9(x) | O[(x  x0)"]
(X Xo)™ x! xo (x  xo)"

3. Dé nition . On dit que f admet un développement limité a l'ordre nenxyg2R (Dly):
si on a une égalité f (x) = ag+ az(x Xg)+ i+ an(x  Xo)" +(x Xo)": (X); (X)X!I ) 0
' Xo

g(x) = o[(x xo)"], 0; alors que est seulement bornée.

ou avec les notations de Landau :f (x) = ag+ ai(X Xg)+ i+ an(x  Xo)" + o[(x  Xo)"].

Sionaun Dl,, alorsonaunDl, 1 car a,(x Xo)"+(x x0)": (X)=(x x0)" 1 (x).

On peut poser, si nécessaire, (xp) =0 (prolongement par continuité).
Sion a un premier ax 6 0 alors f(x)xI . ak (x xo)k. Retenir (notations de Landau) :
P Xo

1 1
=14+ X+ X2+ x3+ 1+ x"+ o(x" =1 x+x% x3+::+( D":x"+ o(x"):
T x (x") T % (1 (x")
30.1.3 Unicité
1. Théoréme: Sif possede urDIl, enXg, il est unique.

201
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Démonstration

Ona DLg, f(x)x!! Xoao (et on prolonge par continuité si utile); ap = f (Xg) unique.

Puis DI;, f dérivable enxy de dérivée a; (a voir!); a; = f {xo) unique.

Fin de l'unicité : [f (x)-partie polyndmiale de degréé k 1] =(x xo)X X!! ‘6 ay . ag unique.
(*) Par contre f peut avoir un DI, sans quef " existe !

2. Conséquence si parité

Le DI en 0 d'une fonction paire est pair; celui d'une fonction impaire est impair.

Résulte de f (x) = f ( x) sif paire (ou de I'analogue si impaire) et unicité duDlI.

30.1.4 Exemple et dessin

1 . .
Montrer que f (x) =2 E(X 3)+2(x 3)?+(x 3)%sin aunDl, enx =3. Dessin ?

_ 1
(x 3)?
(Vérier que f%n'a méme pas deDlg enx = 3. Donc f °non continue en 3, dond “(3) n'existe pas !)
. , . 1 .
Solution  Posons h = (x 3). Vérions que h3:smm = o(h?) = h?: (h); (h)r!u L0 Cclestvrai.

s _ 1 . _
Et f (3) = 2 par prolongement par continuité; f 3) = Puis:y =2 E(X 3) est I'équation de la

NI

tangente enx = 3. Donc "Courbe-Tangente" . 32(x 3)2> 0. K [Tracé aussi de
X1

la paraboley = 2 %(x 3)+2(x 3)?]. Enn,calculde f{x); et (avoir) f{x) sans limite enx =3 !

f(x0).
21

est le "rayon de courbure" enxg.

Remarques: 1) Quand f "(Xg) existe nous allons voir, au Ill, que a; =

® 3=2
2) En complément : R = L+ y (o)™

y"(Xo)
30.2 Opérations sur les DI
30.2.1 Somme de DI; multiplication par constante (opératio ns linéaires)
. 1 1 1 , i iz .
Exemple. Soit f(xi: 1 2 = E:(l < + i+ X) décomposition en éléments simples.
Alors : f(x) = T 2= w71+ X%+ x*+ x8+ 1+ x%P + o(x?P):
Remarques
1) Dans 1 il sut de remplacer x par x?; mais on voulait illuster les opérations linéaires.

2) Le reste est, par parité x?**2 + o(x?*?) donc est un in niment petit, non seulement par

*1 sans eort | Quis'écrit : o(x%P*1).

rapport & x2°, mais méme par rapport a  x
1

1 x2

D'ou nalement : =1+ x%+ x4+ x8+ 4+ xP + o(x%PH):
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30.2.2 Produit de DI

1 1 1 2 2 2 22 A I
= = : =1+ x+ x°+ : + X%+ =0 :

f (x) T 2-1 x1+x 1+ x+x+ 0o(x9):(1 x+ x°+ 0o(x?)) alordre 2, enxy=0

Faire le produit des DI, ne garder que les termes utiles Trouver f (x) =1+ x?+ o(x?) cf. avant !
Autre exemple : g(x) = 2— 1 -1 alordre 2, enxg=0 ?

pe - g T x @ %2 1 x1 » ENX0 =0
1 . . .

Idem : g(x) = a %2 =1+2x+3x%+ 0o(x?): Ici 2 autres méthodes apres.
30.2.3 Quotient de DI

Méme 2éme exemple. g(x) = ﬁ al'ordre 2, enx =0 ?

Diviser 1 par 1 2x + x? mais selon les puissances croissantesEncore 1 méthode apreés.

30.2.4 Théoréme d'intégration des DI : opération nouvelle

Sif%admet unDl, enxg: fqx) = ag+ ar(x  Xo)+ i+ an(x  Xo)" + o[(x Xo)"], f admet

n+1
un DI+ obtenu en intégrant : f (x) = f (Xg) + ag(x Xg) + i+ an% +o[(x xo)"*]
n+1
Démonstration. Théoréme des accroissements nid ' (x) = f(x) [f (Xo)+ ap(X Xo)+::i+an %].

. 1 .
Exemples de la famille de T+ x Retenir :  In(1+ x); Arctan (x)

1 Ly
Ayanten 0, —— =1+ x+ x?+ x3+ mi+ x" T+ o(x" 1), on en déduit avecin(1) =0 :

x? X3 X" N 1
> 3 " F+ o(x").| Et changeantx en x (ou avecl+
X2 3

In(1 + = 4+
n(l+ x)= X > 3
+ X
[Argth (x) = In(

In(1 x)= x

)

(1) 12X o(x").| Puis hors cours le suivant :
n

X3 x5 X 2P+1
) X+ -+ —+ i+
3 5 2p+1

+ o(x?P*?) car impaire.

ou & partir de la dérivée :Argth qx) = sz pourjxj< 1; Argth(x) partie impaire deIn(1+ x).]

1
1

Ayanten0: ——5 =1 X2+ x*+ i+ (O 1)Px®P + o(x?Py; (parité pour le reste) et

X3 X5 2p+1
Arctan (0) = 0, par intégration, on a : |Arctan (x) = X 3 + —+ (P

2p+2)
5 p+1 '

+ o(x

30.2.5 (*) Dérivation des DI

Diculté . Il se peut quef admette un DI, sans quef ®admette un Dlg (vu).

Résultat| On n'a pas de théoréme nouveau; c'est le théoréeme d'intégrian lu a I'envers; c'est pourquoi
il faut connaitre I'existence du DI def © A ce moment, on dérive celui def et on perd un ordre.

Exemple: 3éme facon pour leDI de g(x) = a )2 en0 ?

Déja, on est sr qu'il existe a tout ordre: ou comme produit; ou comme quotient; mais mieux encore

comme fonction C! au voisinage de O : cf. IlI.

1

1
Ensuite 0= et donc, il sut de dériver celui de -———.
(l x) 1 x)? 1 X
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Ainsi :

a X)2:1+2x+3x2+:::+(n+1)x”+o(x”).

1 p! . 1 1 1 L

* (p) = ' - = - (p)

[(*) Idem (1 X) T x)pe d'ou le DI en 0 de @ )l p!'(l x) par dérivations.]

30.2.6 Composition
DI alordre 3 (ou l'ordre 2 déja) enx =0, de: f(x)= In[2+ Arctan (x)] ?
Réponse. Le DI duln vu au voisinage de 1

h2  h3 .
n@+h=h =+ =+ohd).

Orici [::] proche de 2. Ecrire [:]=2:(1+ Arctan (x)

> ) donc f(x)=In(2)+ In[1+ h]
3
avec h = %n(x) = %(x % + o(x*) et en ne gardant que lesx*; k6 3:
f(x)=In@)+ In[+ 2 X_3+ o(x%) 1 Avec h=u+v= i+(—X3+ o(x*) pour h%h3
2 6 2 6 '
et h ) o= o) fo0=n@ + 5 Croxy X4 L L o6
"kt 02 N ' B 2 6 24 38 '
Ansic 0= @+ S X X i oxd)
' B 2 8 8 '
Remarques 1) x*= o(x®); o(x*) + o(x3) = o(x3) !
2
2)In(L+h) h N h? en accord avec la concavité. Dessin ?
' 3
3) Arctan (x) X o X en accord aussi avec le dessin : imparité, cas! 0.
X!

30.3 Formule de Taylor-Young et utilisations
30.3.1 Les théoremes

Si f est n > 1 fois dérivable en xg (C.S.), alorsf admet un DI, enXxg

(n) Taylor-Young.
auest: 109= 1)+ 000 xg+ IV kol x| T
Casxg=0 : Sif estn > 1 fois dérivable en 0, alors admet un
(n)
Dlhen0: f(x)=f(0)+ fO(0):x+ 1770

Démonstration : On part de f (™ D(x) = (™ D(xy) + (x

on integre (cf. Théorémg ce DI n
Notes

N N (Formule de Mac-Laurin-Young.)
1 i X+ o(x™):

xo0):f (M (xo) + o(X  Xo);
1 fois, sans oublier les constantes a chaque fois

1) On retrouve la formule de Taylor pour les polynémes, en pmant n > d°P !

2) Théoréme des accroissements niy Théoréme d'intégration des DI) Formule de T-Y.

30.3.2 Exemples a savoir : exp, ch;sh;sin;cos; et (1+ x) , bindbme

. 2.2 n.yn
o ax asxs ; n
1. Poura2C: € _1+T+T+"'+ py + o(x").
. . . d ~ .
Démonstration. Formule de Mac-Laurin-Young car &(eax) = ae®™ mémesia= +i 2C!
2 n
X X X
a=ldonne: |e =1+ —+ —
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ch(x) =1+ S S o(x*P*1)
- 20 41 7 (2p)! '
3 x5 x20+1 poio
- - - o~ P H H H H
sh(x) = x + 3 + 3 + o+ 2p+ ) + o(x ).| (Parties paire et impaire)
2 3 4 iNey N
. Cix X XX x* ihix n
Puisa=idonne: e =1+ I'ﬂ 51 |.§+E...+ o + o(x"). Donc
2 4 2p
X X X
=1 4+ u+( DM + o(x?P*1).
Cos(x) 2l 4 T TR
x3 x5 x2p+1
; — ~ [T p. 2p+2
sin(x) = x 3 + 5 mH (1) ‘2p+ ) + 0(X ).
Remarques
1) Les relationsexp®= exp; co®= sin:: se retrouvent (par intégration) dans lesDI .
2 2 3
X +X . X
2) On retrouve : cogx) 1x! R ch(x) 1x! oo et en plus : sin(x) X _

3) Avec exp donc avec cos; sin; ch; ::, les factorielles ne se simpli ent pas

2.Si xe |[(1+x) =1+ Ex+ %x2+ 4 ( l):::n(! n+1) x" + o(x").

Démonstration. Formule de Mac-Laurin-Young car: [(1+ x) 1°= : 1+ x) ! 2R:

Cas =6,Dl,en0: (1+x)®=1+6x+15x?+ o(x?). Bindme tronqué connu.

Cas = len0:p— =: |Connu aussi : exemple d'introduction ! |
1
Et: DI, en x=0 de ———_=(1 x)? 4éme facon !
( 2 T or= @ X gon 1)
1 [ 1. 1, ’ :
Cas = > DI, en O: l1+x=1+ Ex §X + 0o(x“) (2!': ne pas oublier.)
1
Cas = > DI en 0 a tout ordre
1 1 35 p. 13520 1) , n
pP—= =X+ X+ i+ X"+ ,
1+x 1 2X 8X _— 2:4: 0 2n X o(x")

30.4 Pratique des DI et utilisation

30.4.1 Deux exemples

. 1 1 3 1:3:5::(2n 1)
) — Ty24 O 4, .. 2n 2n+1
1. Arcsin en 0~ W 1+ 5% + g~ + o+ o X + o(x )
est sa dérivéeg(paire) d'ou  Arcsin par intégration :
. 1x3 1:35::(2n 1) x2+t
Arcsin (X) = X+ =—+ I +
(x) 23 2:4:::2n 2n+1

p
(*) De méme, mais hors programme Argsh(x) = In(x + 1+ x2) en 0, de dérivée p%
X

+ 0(X2n+2 )

2. tan(x) en 0, a l'ordre 4 ? (On va illustrer la composition )

sin(x) _ X_3 .
cosx) on trouve tan(x)= x+ 3 + o(x*.

On peut aussi intéger:  tan9x) =1+ tan?(x) =1+ x2+ o(x®) : méme réponse.

On peut faire la division tan(x) =

205

Ou composer: Le DI existe en 0, & tout ordre, car fonctionC! au voisinage de0 (sur ] E; E[).

Et tan(x) = x + ax® + o(x*) (impaire), donc l'ordre 3 sut ! On cherche a:
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Exprimer que Arctan (tan(x)) = x = x+0:x3 (en 0) et unicité du DL. A faire et méme réponse.

sh(x) _ x3
he) X o(x%4).

[Demémeong (¥ th(x)=

30.4.2 Remarques trés importantes

1. Comment avoir le DIl3 de cogx), quand x! 1 ?
. Soit par la formule de (T-Y) en 1 (les dérivées en 1 étant fafgs) .

.. Soit coq1+ h) = coq1):cogdh) sin(1):sin(h) = :: A faire !
(cogx) = cogl) sin(L):(x 1) Cojl) (x 172+ S'”g(Il) x 13+o(x 1°)

2. Dl deln aupoint3 ? [In(3+ h) aulieude In(1+ h) ?]
. Soit par (T-Y):  In(x)= In(3) + %(x 3) %(x 32+ o(x 3).

.. Soit, aussi bien: In(x)= In(3+ h)= In(3) + In(1+ g) = Idem.
3. P 2+ h, quandh! 0, ce qui est P=au voisinage de 2 ? (ci-dessus : P 1+ x).
r
P h, - : N
P 2+h= 20+ g): 2:(1+ 5)1_2 o (h! 0, bien sQr) : connu.
P —— .
4. DI, de tan(x) en =4. [Note : En O, P a seulement unDlo, car non dérivable en Q]
Le Dl detan en =4 non connu; tan peu commode; puisp . ; donc dans ce cas,
X = 2 + h ne doit pas faciliter la travail. [tan(z) =1; tan(a+ b= 7]
C'est un rare cas ou on utilise (T-Y): f (=4) aisé; f { =4) abordable; f"( =4)= ... = 1.

(Trouver : P tan(x) =1+ 1 :(x Z)+ %(X Z)z + 0o[(x Z)z]-)

30.4.3 Utilisation des DI

1. Une limite nouvelle: M ! —1.
X x! 0 6

2. Branches in nies d'une courbe : on suppgse que!1 ety!l

rJ -
Exemple : Branchesinniesde y= x2+ x+1 ? Domaine :R. Voyons en 1
1 1 1 1

— H 1=2. — E | . . =1 1 _ _ - i
y=jxj:(1+h); avec h= Pz 0: Donc: y ij.[1+2X+2X2 8x2+o(x2)]’

e 1 .
Puis distinguer+1 de 1 . y=ax+ b+ §+ o(;), c6 0 : asymptote et position !

|

En fait, on a une demi-hyperbole car courbe de degré 31 = :::), avec asymptotes!
8 8

2 Siy axaunelimiteb2 R|y= ax+ bestasymptote oblique| Si

g Si % ''a2R _ 'y ax!1l branche parabolique de directionasymptotique y = ax

Et si y ax n'apas de limite, on a seulement la directiony = ax:
En général Si % 'l on dit que I'on a une branche parabolique de directionlasymptotique) Oy

Si % I 0 ondit: une branche parabolique de direction(lasymptotique) Ox et

Enn: % peut ne pas avoir de limite ... Un exemple est : y = x[2 + sin(X)]:

On essaie de tout avoir par un seul développement ("asymptague" ou "généralisé"). cf. Exemple .
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30.4.4 Etude de fonctions

|Un exemple traité| y = f (x) = X T,

1) On aici I'égalité : y=f(x)= ex T"®) dé nie pour x> 0; x 6 1.

y y

x—1+ In(x):(X 1)2]: x 1)2[X 1 In(X)]= W (x).

Puis on étudie’ : en dérivant, In |isolé disparait;| ou on saitici In(x) 6 x 1 (concavité).
3) Limites :
Six! 0, y! 1 car x:In(x))!(' 00 et y°1'1 : tangente verticale.

2) Variations : y°= y{[

Six! 1, y! e [car In(x) 1(x 1)] etavec x 1=h, y°!I e (DI
x!

On prolonge par continuité en posantf (1) = e (et f (0) = 1). Alors f est dérivable en 1 eff 41) = g.
. A ) oo In(x) 1 In?(x) In2(x) . ) R

| = X = X = Z- |
Six! +1, y=xXxx1=xex1 x.[1+X it 2 12 + x 17 )1; (x)x!. o1 0: Ainsi:

y=x !

x! +

L lety x L In(x) : branche "parabolique” de directiony = x.

x! +

D'autres exemples

On prolonge systématiquement par continuité(si on peut) les fonctions.

Souvent pour le signe de/® on fait une autre étude :\ isoler la fonction "transcendante"\ (avant de
dériver) comme dans I'Exemple ci-dessus.

1. f(x)=(x?® 1) :In j?—ij impaire.
Ecrire donc : fq{x) =2x:" (x) puis' {x) ... f40)= 2; enx =1, tangente verticale.

En 1 ; y=2x La suivante
R——— . 1 .
2. f(x)= ° x2(x 1). 2tangentes verticales ! y=x = asymptote oblique ...
Enx =0 oux =1 : revoir le Théoréme de la limite de la dérivée.

3. f(x) =jsin(x) jB" ™) -périodique.
En x = 0 prolongement par continuité ; puis tangente verticale { non dérivable).

_ h, h? 2 _ .
En > f(x)=1+ §+§+o(h) avec h=(x E) ... Courbe :

:} T
4. En compléments, des développements "généralisés"” :
2 .
Six! 0% In[sin(x)] = In(x) *+0(x?). [ter terme inni et parité de In sin(x)
. 1 x S s
Six! 0O 1 -2 X + o(x?). [ler terme in ni et imparité; & voir.]

tan(x) x 3
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M+ Exercices : Développements limités PTSI

1. Préciser lesDI suivants

cogx)
(a) de T x

(b) de € alordre2 en: xg=1 |[poser x=1+ h]

al'ordre 3 enxg=0

(c) de e 3 l'ordre 4 enxg =0
(d) de  cogx) alordre 4 en xg=0
(e) delIn(In(e+ x)] a l'ordre 3 enxg=0

x> 1 . b ¢ 1. b ¢ (x)
(f) de 23 2% alordre 2enl J[a+ ;+ ﬁ+ O(ﬁ)‘ a+ ;+ ﬁ+ 2 (x)x!!1 0]
(g) de Zix a l'ordre 3 au point xo =0 ; puis au point xg=1

(h) (*) de [tan(x + =4)] cot2x) 3 r'ordre 3 en X6 = 0
() (*) de [1+ Arctan (X)]"S"*™) & I'ordre 2 enxg = 0:

2. Calculer les limites suivantes (*) ici et ex. suivants !
1 1 .
(@ ——~ — en0 [dénominateur commun; trouver 1/3]
smé(x) )ng
(b) 3:"2 22"3)" en +1  [trouver 8/9]

(C) n n;l

(n 1)nn_1 en +1  [trouver 1]

1 1
d D — en 1 [dénominateur commun; trouver 1/12.
@ 20 "Xx) 31 x¥) [ ]
2
3. Trouver a;btels qu'enxg =0, f (X) = coqx) 1+ b soit un in niment petit d'ordre le plus élevé
possible. Equivalent de cette di érence. [Rép.a= 5=12b=1=12f(x) . 0x6=48(1]
X!

4. Développements asymptotiques ou généralisés
L C s 1+ x . c 1 I
(@) Préciser l'égalité f (x) = x%In j ~ j= ax+ b+ ” + o(;. Branches in nies ?

o_(x Dx 2.
I y= X 2 -€X [x2 3X +2

1)

. — _ . 1
(b) (*) Branchesinniesde y = (x 1).exp[m

5. Etudier les anctions suivantes
(@ f(x)= °x3 2x2+ x [tang. vert.enOet1;tang. hor.en 1/3:f (x) = x 2=3 1=9x+ 0(1=X)]

(b) f(x)= [Asymptote y = x=2 1=4; en 0, point anguleux : pentes 1 et 0]

X

1+ el

c© ® fx)=(@1+ %)X [Prolongement par continuité en 0; mais alors tangente veitale]

(d) (**) Etudier la famille de fonctions fa(x) =j x j2 :exp(p_—i_). [On distinguera les casa > 1;
I X)

O<a< 1; 1=2<a< 0:: On montrera aussi quef, estC! en 0 et quesk;f {(0) = 0]:

6. Equivalent en 0 de : sin(tan(x)) tan(sin(x))? Réponse : x'=30 ... par logiciel de calcul !




Chapitre 31

Les séries numériques

31.1 Geénéralités

31.1.1 Dé nitions

1. Somme partielle Convergence de la série, somme d'une série convergente

Soit la suite (un)n>0o a termes réels (ou complexes). On pos$&, = Ug+ U+ I+ Uy = Uk

(bien voir l'indice k muet) appeléesomme partielle
Dé nition : La convergence de Iaérie de terme général up la convergenceale la suite (Sp).

Xl
2. Dans le cas de convergence on nots = I'irrl1 Sh = ug etonappelle Reste d'ordren la di érence
n:
k=0
)1
Rh=S S,= ug.| Onrevientde Spau,par: |u, =Sy Sy 1‘(dérivée discréte) !
k=n+1
- L 1 X1 1 i Xt
3. Exemple La série de terme générali, = on converge car S, = o = 721 S= o =2
k=0 1 2 k=0
31.1.2 Plan d'ensemble
1. Condition Nécessaire de convergence : |Série convergentd up ! 1 0. Réciproque fausse.
n:
S, aune limite nie S. EtS, S, 1=u, ! S S=0. Réciproque fausse : aprés

nl +1
2. Deux séries de références :

(a) Les séries géométriquesu, = a:q" (j qj< 1 pour avoir uy ! 1 0).
n:

(b) Les séries de Riemannu, = ( > 0: pour avoir u, ! 0).
n

I +1

n_

3. Les séries a termegpositifs essentielles (ou positifs a partir deng) car ‘ici, Sh croissante.‘

4. Un cas important : les séries alternées, typa, =( 1)":jup j; de signe régulierementlterné.

. . ‘o N . . . sin(n
5. Mais parfois : les séries o, 2 C; ou bien u, réel de signe quelconque uy = ng ).

6. Ne pas oublier en n les cas de somme télescopiqueexemple u, = (n>1):

1
n:(n+1)
(décomposition en éléments simples) !

. . 1
Ici, Shp=ui+ i+ u,; mais u, = -

1 1
donc S,= = :
"T1 n+1

n+1
la série est donc convergente de somng&=1.

(Bien sdr la condition nécessaireun, ! 1 0 était respectée).
n:

209
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31.1.3 C.N. de convergence

1. Propriété : | Série convergente =) u”n.! 1 0. Réciproque fausse.
_ _ x _ - X
2. Démonstration (rappel) : Soit S, = ux. Silasérie" up" estconvergente c'est (exactement)
k=0

gue la suite(S,) convergente. S, et S, 1 ont ainsi méme limite nie S (dansR ou C). Et donc :

Uh =S, Sq 1n! 1 0. Quand u, 6! 0(n! +1), on dit que la sériediverge grossierement

X
Exemple. Un exercice (de la feuille) consiste a montrer que  sin(n) diverge grossiérement.

3. Réciproque fausse :

. L . 1 1 - 1
Voyons la| divergencede la Série harmonique S, =1 + > + o+ o de terme général u, = o
\ . 11 1 1 1 1 1 1 1
=1+ -+ -+ — | =— Lt — —= =
lc_ere fagon, subtile Sy, _ 1 2+ 3+...+ 2n 1+ n ) Son Sh 5 +1+ - +2_+ + n >n T
Si la suite S, convergeait,S;, S, devrait tendre yers 0, ce qui est |mpos§|ble.
k+1 n+1
2éme fagon, comparaison avec une intégraleE > f:dt. Donc S, > f:dt = In(n+1).

1
Et ainsi Sy ! o1 + 1 . [Remarque : un autre petit travail, laissé, donnerait : Sy a1 In(n).]
n: n:

31.1.4 Deux séries de référence

La série de terme généralu, = " 2 C converge (j qj< 1
;. , o Xl
1. La serie geometrique et dans ce cas lasommeest: (' = ﬁ
n=0
X 1 qn+1
Eneet,sijgj< lL,ona: S, = qk = 17(:] et on sait que qn+1n'! ‘1 0. Inversement

k=0
Sijqj> 1, la C.N. de convergence n'est pas respectée ; on dit que la igédiverge grossierement.

1
L . La série de terme générali, = — converge > 1
2. Les séries de Riemann 9 " n ge 0

La somme est inconnue. (pour =2, c'est (* Euler) 2=6)

Démonstration dicile en Ligne 3 (*) : Eneet > 0 estnécessaire sinon divergence grossiére;

R . . L . : 1 1
méme > 1 est nécessaire car la série harmonique est divergente (etrpexemple, p—ﬁ > ﬁ"')

En segs inverse, > 1 est susant en comparant %nouveau avec une intégrale : pour> 1, on a :
n

1 1 1 1 1 n1 1 1 1
— 6 —dt; S,= —+ —+ 1+ —6 1+ —dt=1+ : 6 1+
n hoqt "1 2 n Lt T 1

par relation de Chasles et primitive.

Donc S, croissante, majorée par une quantité qui ne dépend pas dg converge.

Zo ~ s u - . u
Remarque Pour les séries geometrlquesa—+1 = q; pour les séries de Riemann 8” '! 1
- n n n!

3. Opérations sur les séries convergentes

(a) Bien sdr, si u, est le terme général d'une série convergente,;u , aussi.
C'est ainsi que pour la série u, = a:q", le résultat est connu.

(b) De méme si(uyn) et (v,) sont les termes généraux de séries convergente@), + Vy) aussi.
- L ey 1 1
(c) Par contre : Série convergente + Série divergente = Série divergente s : u, = - ﬁ)'

- . . . . . 1 1
Série divergente + Série divergente = on ne sait pas ! cas: Up = —+ — !
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31.2 Cas des séries a termes positifs

31.2.1 Comparaisons fondamentales par inégalités

Soit: 06 Yn 6 vp pour n>0 (ou pour,n>ng, celasut ):
1. Théoréme Si la série Vn convergge(, alors la série unx converge aussi.
Par contraposée : sila série  u, diverge, alors vy diverge aussi.

X
En e et, la suite S, = uyx étant croissante (au moins a partir d'un certain rang), on a :

k=0
la suite S, converge, suite majorée. Puis assez aisé.
. j sin(n) j 1 X X .
2. Exemple Siu, = Jn# 06 Uy 6 vy = 2 Comme la série v, converge, Un aussi.
31.2.2 Conséquence : regle de D'Alembert
Un+1

On supposeici que un > 0 (a partir d'un certain rang) et que b a1
n n!

sil> 1, la série diverge; s06 |< 1, lasérie converge; si=1, cas douteux.

1. Enoncé.

Exemples Cas u,=1=2", u,=1=n, uy= nl=n" (ici Ups1=Uy! 1=€), Uy =(n":a°")=n!
. . . 1+1 .
2. Démonstration. Casl < 1: Introduisons qu <1 9n1> ng telque: n> n; entraine

u . . .
Eﬂ 6 g;donc up 6 un,:d" " = axqd", sin>n; (a= up,:q ") etla série de droite converge.

n
Casl> 1:plusfacile ! 9n;: n> nq =)

Un+1

> 1; donc 8n>njg:uy,> uy,. Ainsiu, 9 0.
n

31.2.3 Autre conséquence : comparaisons par equivalents, toujours  u, > 0

1. Théoréme |Si u, > 0 (essentiel) etsi up — Vn, alors les séries sont de méme nature.
- n:

La démonstration est laissée en exercice.

nl +1 n X
Comme la série harmonique v, est divergente, la série Un aussi.

: 1 1
2. Exemples Soit: up, = In(1+ ﬁ); ona: \Up —=Vvp>0.
X

Série de terme généralu, = e (1+ %)”. (D.L. & faire) Un ., 0 . série divergente.
X X
3. Contre exemple . On verra au lll qu'on peut trouver un et Vh de nature di érente

bien que uy aq Une Mais u, NON de signe constantet le Théoreme ne s'applique pas !

31.2.4 Convergence absolue

X Soit uy 2 R (ou mémeu, 2 C) le terme génék';ll d'une série.
1. Théoréme | Si j un j converge gondition su sante ), alors un est convergente.
On dit que la série, dans ce cas, est absolument convergente.
X
ADMIS. Et pour la série j Un j, on peut appliguer les numéros 1,2,3, ci-dessus.
L . " sin(n)  codIn(n sin(n):In(n
2. Exemples Les séries de terme général :( 2) : (2 ); I _( )), ( )_ (n) sont
—= P n n n3—2 n3—2

absolument convergentes (derniérej:u, j6 n*™=n2 sin > ng) donc convergentes.

)" )" .
Par contre : ( n) ; (—pﬁi ne sont pas absolument convergente, MAIS ne pas dire

pour autant divergente ! elles sont "semi-convergentes"; voir Ill.
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31.3 Quelques mots sur les séries alternées

31.3.1 Dénition (ce n'est plus un objectif de base du programme)

La série de terme générall, 2 R est dite alternée si elle est alternée en signei, =( 1)":j un j.

1"

Exemples: up = (T est alternée; par contre v, =

S'”nﬂ ne l'est pas !

i i , X n+l
31.3.2 (*) La série harmonique  alternée ( 13 , n> 1, converge vers In(2)

1. Elle est nonAbsolument convergente, maislle converge; preuve aveSy,; Son+1 adjacentes :

1 1 1 1 1 1
Si=u;r=1;, Sg=us+u=1 —; Sg=ur+uxtuz=1 -+ -;S5=1 -+ -, ..
1 1 2 1 2 5 3 1 2 3 5t 3 >4 573 12
Dessin: Synh+1 €t Sy, sont respectivement_décroissanteroissantes et Son+r Son I! 1 0
n:
1 n+l
adjacentes donc convergent vers la méme IimitS.‘ (*) Et ici ( rz =In(2). 3facons:
n=1
2. Formule de Mac-Laurin Lagrange an(1 + x), a voir. Puis x =1. Trouver jIn(2) S, |6 . +1
n n n
3. Idem, plus facile ( x)k = 1 1 00" ou =1 x+x2=:+( D" Lx" 4 Ot
( X 1+x 1+x
X2 k=0 xn Xxn.dx len.dx Zl 1
— 1 . — . H- . n. —
In(1+Xx)= X 7+...+( 1)" +( 1)" . 1+X.X—1.j|n(2) S, j= 1+X6 0x.dx-n T
. X1 .
4. Ou,siTy = o Ton  Son = Tn @ Son somme de Riemanrconv. versin(2), Syn+1 = Son+ 2n1+1 -

k=1

31.3.3 (*) Exercice : "Le Théoreme spécial des séries altern ées" (idem, Szn;Spns adj.)

Onesticidanslecasou: u,=( 1)":a, avec a, = jup j)? 0. Sion ade plus:

1. Enoncé L L .
an tend vers 0,en décroissant, celasut pour que la série  u, soit convergente.

X n = L. . )
2. Deux autres exemples P= converge par le Théoreme spécial des séries alternées.

X ( 1"

— conv. par le Th. spécial des séries alternées; maisieux : absolument convergente !

X )" (L | )" + - :
3. Un, Up = In(1+ ( ) P )= Sp- (D —+ (O n est somme: d'une série semi-convergente,

PR 3n3=2z
, o , L L k : Xy
d'une série div. et d'une série absol. convergentg ¢, | a1 m) donc diverge ; or —pﬁ—
n: — I
converge et uy vy ! c'est le contre-exemple annoncé all. 3.3 : u, non de signe constant !

n' +1

31.3.4 (*) En complément :

p
1. Nature de la série de terme généralu, = sin(: n2+2) avec ‘sin(n: + )=( D":sin( ).‘

- Y 2 2\, 12 k+ 1.1
. 2 — 2 - n 1=2 _ L. . n - 22 .92
Solution. Ona: n2+2= n2(1+ n2) n:(1+ _n2) n 1+ §'F+ ~ (k 3 :2%)

, K inutile a connaitre.

Et par D.L. de sin(h) : u, = sin(n: +H+k y=( 1" _—

nS
Alors la série apparait comme_sommael'une série semi-convergente (qui es)t( connue : harmonique

alternée) et d'une série absolument convergente (a voir !)donc la série  u, converge.

2. Exercice (*): Dans les hypothéses du Théoreme spécial des séries altemémontrer que :
JRNi=7S Snj6 jSn+r Snj=juUn+ | etque le signe deR,, est celui deun+s .
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31.4 Quelques cas ou on connait la somme d'une série

31.4.1 La série géomeétrique (et sa famille)

Xl
1. | La série de terme général, = x" 2 Cconverge , j xj< 1. Lasommeest: x"= I 1X
n=0
) i Xn+1 X1 X1 X k
2. Exercice (**) : En dérivant 1 = xX, trouver x: kixkK l=::; et = 7
X k=0 k=1 k>0 2
X x:[1 (n+1):x"+ nx"*1] Xtk
. k - . . . - .< . .n I . b
~ k:x L . Convergence sj x j< 1 nijxjt v 0; ~ x 2
avecx = 1=2 (on peut aussi faire sa convergence par la régle de D'Alemkgr
31.4.2 La série exponentielle (et sa famille)
. X" Xt x"
1. | La série de terme générali, = Pl converge8x 2 R (mémex 2 C). La somme est : — =€
' n=0
n
Démonstration par la formule de Taylor-Lagrange avec pourle reste de T-L : % nI! o
. e\ L n(2n+1): 2n+1 _ 1+ (n 1) 0 s —5. =
2. Exercice (**) : En écrivant o D D sin>1 ( 2; 3)

Préciser la convergence et la somme de cette série.

Réponse Série convergente par la regle de d'Alembert si on veutet avec l'indication :
X X

1 X 1 X T X 1 X 1
un :3: 71|+2 niy OI’ n 1' = n 1| = 72'
n>1 n>1(n ) n>1(n ) n>1(n ) n>2(n ) n>2(n )
. X X 1 X 1 X 1
d'ou up =3: —_+2: —— _=3e+2e=5:e car —=e
(n 1) n>2(n 2)! - n!

n>0

3143 (1+x) six2] 11 (et sa famille) : Spé

31.4.4 Cas de sommes télescopiques. (*) 2 exercices corrigés :

X 1 1 3
1. Convergence et somme de ———— ? Série convergente —) et.. somme -.
g n(n +2) 9 L(n nl +1 n2) 4
. 1 11 1 . . . . 5
(Attention ———— = (= ) : dans les simpli cations restent deuxtermes au débutetala n.)
X(x+2) 2'x x+2

X
2. Trouver a; bpour que la série  In(n)+ a:in(n+ 1)+ b:n(n+2) converge; calculer la somme

Solution : Uy = In(n)+ adn(n+1)+ bin(n+2) = (1+ a+ b)In(n)+ %(a+2b)+ A;Z " car
2
In(A+ h)=h % + h2: (h). Donc (convergence)) 1+ a+ b=0 (sinonu, 9 0)eta+2b=0

(sinon u, . div. par équivalence de sériegle signe constant ): a= 2, b=1.

. A+ L. .
En sens inverse, avec ces valeursy, = 2 1. série convergente. Puis on a:
1:324 35 (n 1):(n+1l) n(n+2) _ | 1n+2

1
= o = - | — =
Sh=1In PORECRIPRR e SCEE 50FT ot o1 In2. Donc S In(2).

: ) X 1
31.4.5 Souvent la somme est inconnue ; alors calcul approcheé : 3 = 1:202056902:

k> 1



214 CHAPITRE 31. LES SERIES NUMERIQUES

M+ Exercices : Les séries numériques PTSI
1. Un cas de divergence grossiere . On pose : up = sin(n).
Développer sin(n+1); déduire que I'hypothése sin(n) ! 1 0 entrainerait cog(n) ] 1 0;
n: X n:

et qu'elle contredirait sin?(n)+ cos’(n)=1. Conclusion sur la nature de la série sin(n) ?

X o X
2. Nature de =~ = et (n+1)(n+2):=@n) (Régle de d'Alembert 221 1 Vo 2
nn (2n)n Up n' +1 e vy nl +1 e

(Avec [(n +1)=n]" tend vers e en+1 .)

)

: 26 D" L 2 1, 1
= - ? — . Yy
3. Soit up 3 nature de la série ? 06 v, 6 3n) Et trouver la somme : (2 + 6).1 =
4. On pose E, =1+ %+ T+ % In(n). Donner un équivalent de dn = En+1 En.x( 1=2n?)
En déduire que la suite (E,) converge. (Ind.: E, = Eq1+ dy)
16kén 1

X In(n):sin(n)

5. (*) Montrer que la série 43 converge. (Indication : Comparer ju,j a m.)
- des séries d dnérali, = —+ e T W= L
6. (*) Nature des séries de terme généralu, = ST Vi=e ", w,=¢e 1+ -
R 1 1+ In(n 1 ) . « .
(1ére :up = — % — . et de signe positif, de méme nature, divergentes.
n n nt +1n
2éme : n?v, r]'! 1 0. Donc 9ng: n>ng=) 06 v, 6 2 . D'ou série convergente.
. e . L R .
3eme : wy Mol o Donc série divergente par équivalent des sérigstermes positifs. )
X . X (1" .
7. Nature de : ? (Th. spécial S.A)). (*) Puis de Vp = p————— ? (DL, div. )

In(n) n+( 1)

X

- - 1
8. Convergence et sommedes séries de terme généralu, = In 1 — » Vn = In(cos on )
n

Rép: n> 2, somme: In(2). Utiliser sin(2a)=2:sin(a):coga). Puis les cas:

wn = Arctan (n+1) Arctan (n) = Arctan Xn = r":cogn: ), 06 r< 1.

_
n(in+1)+1°

9. Dans le cas oUf est positive, décroissante poun >£10 et C° (par morceaux).
X

X
(@) Montrer que la série f (n) converge () f (t)dt a une limite nie quand X ! +1 .

X fo X
(b) Que dire sur le reste gi f (n) converge ? sur la somme partielle si  f (n) diverge ?

n

(c) Montrer que : S; f (t):dt dans tous les cas, décroit et converge.
No




Chapitre 32
Probabilités : generalités

32.1 Le langage des probabilités
32.1.1 Dé nitions

1. Exemple On lance 2 dés Bleu et Rouge; on regarde les couples obtenusn fibte souvent :
= f(1;1); (1;2); :z; (1;6); (2;1); :::; (6;6)g et on I'appelle Univers des (cas) possibles
. A = f(1;3)g est un événement possible(une éventualité).

. B =1(2;3); (2;5)g en est un autre, signi ant obtenir en 1 lancer :(2;3) ou (2;5).
est appelé événement certain ; . événement impossible

A et B sont dit incompatibles si A\ B = ;. A est dit événement contraire deA.
Un événementN tel que p(N) =0 est dit "négligeable” (ici, c'est quand estinni ...).

2. Une famille d'événementsA; est un systeme complet d'événementsi A; '(\s' A=, et[ A=
i6]

Ci-dessus :f(1;1)g, f(1;2)g, ... ,f(6;5)g, f(6;6)g : systtme complet d'événements élémentaires.

32.1.2 Espace probabilisé ni

1. Une probabilité p sur est une application
p: P() ! [0;1]telle que p()=1 et (A etB incompatibles)) p(A[ B)= p(A)+ p(B).

Exemple fondamental

Si  est constitué d'un systeme complet d'événements élémentas équiprobables , (on dit
aussi probabilité uniforme ), alors: p(A) = JA] _ Nombre de cas favorables
P - 7 - PA= i | Nombre de cas possibles
. . o 2 1
Ci-dessus, (avec des dés non biaisés), p(B) = 56 = 18
Probabilité d'avoir au moins 1 as en 8 cartes d'un jeu de 32 P(A) = 288 = 382

2. Attention. Sur le méme exemple, probabilité que la somme des 2 chiregis égale a 5 (notéC).

Les sommes possibles sont entre 2 et 18y a 11 sommes mais non équiprobables !
1

6 —.
11

Ol =

La probabilité de la somme cherchée correspond a 4 cas équipables sur 36 ; soip(C) =

3. Propriétés |l est facile de voir que (exercice) :

p(;)=0 p(A)=1 p(A) P(A[ B = p(A)+ p(B) p(A\ B)
p(AnB) = p(A) p(A\ B) A B) p(A)6 p(B), crgissance
et, si on an événements incompatibles, alors :p([ {L; Aj) = p(A;).

215
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32.2 Probabilités conditionnelles

32.2.1 Dé nition (probabilité de A si B)
1. On note p(AjB) ou pg (A) la "probabilité de A sachant (que)B (est Vraie)", pour p(B) 6 0.

Cette probabilité (au sens déja dit) estdé nie par |[pg(A) = 7p(,:\(\B)B)_ Donc :
2. [p(A\ B)= p(A):pa(B) = p(B):ps (A) | et (inversion des conditionnementy ps (A) = 7%(5(?))('&‘).

32.2.2 Formule des probabilités composées
1. La formule ci dessus se généralise : p(A\ B\ C)= p(A):pa(B\ C)= p(A):pa(B):pa\s(C).
C'est la formule des probabilités composées |p(\ Ai) = p(A1):pa, (A2): i ipa A o\ A, 1 (An).

2. Exemple
Trois urnes contiennent des boules Blanches et Noires. Ul dient 2B et 3N; U2 contient 4B et

2N; U3 :6B et IN. On tire une boule de U1, on note sa couleur, oralmet dans U2; on tire
alors une boule de U2, on note sa couleur, on la met dans U3 ; oime une boule de U3, on note sa

couleur.  Probabilité pour que les 3 boules aient la mémegcsgnéllr ? o
Ona: p(Ni\ N2\ N3)= p(N1):pn: (N2):pnain,(Ns) = 2ioie = 7%

Idem : p(B1\ By\ Bg)= % On obtient la probabilité cherchée : p= ;_é -0:314

o

32.2.3 Formule des probabilités totales

1. Ici, on a un systéme complet d'événements non négligeabledA; : A -é- Aj = ; [ A =
N/ N/ ! J
N\ N\
Alors |p(B) = p(B\ Aj) = p(Ai):pa, (B) (sommes suri).| (p(Ai) > 0)
2. Exemple

Trois urnes contiennent des boules Blanches et Noires. U1 dient 2B et 3N; U2 contient 6B et
4AN; U3 : 4B et IN. On choisit une urne au hasard et on tire une bde. Probabilité que ce soit
une Blanche, si p; q; ravecp+ g+ r =1 désigne les probabilités de choisir les Urnes 1, 2, 3 ?

2: 6: 4.
Trouver :  p(B) = Pu, (B):p(UL) + pu,(B):p(U2) + puy(B):p(U3) = 2+ 20+ 5.
Si p=qgq=r, p(B)= g =0;6. (Etil est possible de choisirp;q;r pour avoir p(B)=0;5...)

32.2.4 Formule de Bayes (probabilité des causes !)

1. Cest l'inversion des conditionnements. pg(Aj) = % le numerateur vaut p(A;):pa; (B);
A . _ _ o P(A)):pa; (B)
et au denominateur, en utilisant la formule des probabilité totales: |pg (Aj) = P : .
i P(Ai):pa;(B)

2. Exemple
Quatre urnes contiennent des boules Blanches et Noires. Ulmt@nt 4B et 1IN; U2 contient 3B

et2N; U3:2B et3N; U4 : 1B et 4N. La probabilité de choisir 'lUmei est 1'—0.

Probabilité d'avoir 1 B en 1 tirage ?
Probabilité qu'on ait choisi I'Urne U1, si on a obtenu une blaxche ?

s 1+2+3+4
1) Avec la formule des probabilités totales ¢orrectcar ona ————— =1 1) :

_ . 1) _41.32 23 14_2_..
p(B) = p(BjUul):p(Ul) + ::: + p(BjU4d):p(U4) _§'E+ §'E+ 5'F)+ 16" & =0;4.
p(U1\ B) _ p(Ul)p(Bjul) _ 450 _ 1 _

= Z =0;2 (urnes non équiprobables).
p(B) p(B) 25 5 ( adip )

2) Et aussip(U1jB) =
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32.3 Indépendance en probabilités

32.3.1 Cas de 2 événements

1. |A et B sont dit indépendants si p(A\ B) = p(A):p(B)| (attention & "incompatibles").

Un événementB négligeable p(B) = 0), est toujours indépendant avec un événement.
p(A\ B)

p(B)
2. Propriété . [Si A et B indépendants, alorsA et B, (donc A et B, A et B) sont indépendants.

En exercice : p(A\ B)= p(A) p(A\ B)= p(A) p(A):p(B)= p(A):p(B).

Sip(B) > 0, cela veut dire pg(A) = p(A) : connaitre B ne change rien car pg(A) =

32.3.2 Cas de plusieurs événements
1. A;B;C sont dits indépendants siona p(A\ B)= p(A):p(B), p(A\ C)= p(A):p(C),
p(B\ C)= p(B):p(C) p(A\ B\ C)= p(A):p(B):p(C). Etc. en général.

(Donc : une sous-famille d'événements indépendants est idgdendante 1)

2. Trois événements indépendants 2 a 2, non indépendants On lance 2 fois de suite un dé équilibré.
A : le chire du ler lancer est pair. B : le chire du 2éme lancer est impair. C : avoir 2 chires
de parité di érente : A et B sont indépendants ;A et C aussi;B et C aussi; maispas A;B;C.

. 1 33 1 1 1 1
Réponse. p(A)= p(B)=3. p(A\ B)=c= 2. p(C)=p((LP)+ p((Pi1) =7+ 7= 3.

A\ C=(P;1): A et B indépendants car p(A\ B) = p(A):p(B); A et C aussi; B et C aussi.

Mais : p(A\ B\ C)= p(A\ B) 6 p(A):p(B):p(C); donc A;B;C ne sont pas indépendants.

32.3.3 Exemples sur l'indépendance

1. On lancen fois une piéce avec probabilit§y d'avoir Pile et gq=1 p d'avoir Face.
(a) Probabilité d'avoir au moins une fois Pile ?
(b) Probabilité qu'en cesn lancers, Face ne soit jamais suivi de Pile ?
Réponse: (a) Le contraire estFy\ F,\ i\ F, de probabilité " (indépendance des lancers).
D'ou la réponse ici : 1 q.
(b) Soit Ak : P\ Po\ i\ P\ Frer \ iV Fp, pour 06 k6 n. On veutici p([ Ax) et ces
événements sont incompatibles; de plus : p(Ax) = p:q” K.  D'oul la réponse :

‘ . ] xXn . . pr1+1 qn+1 _ )
p“:q” *. (On sait que pigt <= 5 sip6 g etsip=q, p=9g=1=2...
k=0 k=0
Cooxt =gyt f(x) f(1=2)_ o1 _ 1
et: x!“T:Z X 1=2 - xl!qu:Z x 1=2 f (é) =(n+1) n )

2. Trois machinesM1; M»; M3, produisent 50/100, 30/100, 20/100 des produits, respectement.
De plus, 2/100 des produits fabriqués paM; sont défectueux, 3/100 et 5/100 avedVl, et M 3.

(a) Probabilité qu'un produit pris au hasard soit défectueux ?

(b) Probabilité d'obtenir une piéce défectueuse provenantde M ?

(c) Les événements "La piéce est défectueuse" et "La pieceguient de M 1" sont-ils indépendants ?
(d) Une piéce est défectueuse. Probabilité qu'elle provieve deM,? (C'est: pp(M1).)

Réponses :

(a) Avec la formule des probabilités totalesp(D) = p(DjM1):p(M1) + ::: =0;020;5 + ::: =0; 029
(b) Maintenant, on veut : p(M1\ D)= p(DjM1):p(M1) =0;020;5 =0;01 Par suite :
(c)Ona p(M1\ D) 6 p(M1):p(D); donc ces événements ne sont pas indépendants.

p(M;\ D) _ 0,01,
) = ooz 03448

(d) Ici, c'est une probabilité des causes :p(M1jD) =
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32.4 Des exercices corrigés

32.4.1 Simple dénombrement mais pas facile (*) !

1. Avec 52 cartes, probabilité d'avoir exactement 1 Dame et Zoeurs en 5 cartes ? (13 coeurs ...)

2. On tire 2 dominos ensemble, d'un jeu de 287+ 7—;3). Probabilité d'avoir une face commune aux 2 ?

12 3 , 3 12 36 7.6 7.6
) 13 102 2, . 11 12 T,
Rép 1 = 0:081L  Rép2 = =15 0:389
5 2

32.4.2 Indépendance, conditionnement, probabilité des ca uses

1. Pour ouvrir une porte, on an clés distintes. Sik 2 [[1;n]], probabilité p, d'ouvrir au kéme essai ?

1 n 1 1
Rép. Ona: = = = :
p P1 n P2 nn 1

S|k

Finalement py = % tout le temps !
2. A et B indépendants,p(A) = %; p(A[ B) = g:calculerp(B). [P(A[ B) = p(A)+p(B) p(A):p(B)...]

3. On dispose de 2 pieces de monnaie, lI'une non truquée, 'aattruquée T ou la probabilité d'avoir
Face estp> 1=2. On fait les jets successifavec la méme piéce.

(a) Probabilité d'avoit choisi T si on a eu Face au ler lancer, not€; ? [p(TjF1) =2p2p+1)]
2

(b) Les événements F; et F, sont-ils indépendants ? [Non : p(F1)p(F2) = il g ,
2
et: p(F1\ F2)= p(F1\ F2\ NonT)+ p(F1\ Fa\ T)= %+ %_]
! 2 -
(c) Probabilité d'avoir choisi T sionaeunF, enn lancers ? p(TjF1\ Fa\ ::\ Fp) T+ 1=2pr ]

32.4.3 (*) Limite de probabilités avec somme de Riemann

1. Une Urne contientn boules numéronées de 1 a. Avec des tirages avec remiseProbabilité qu'au

kéme tirage (@), on ait un numéro inférieur ou égal a tous les précédents ? hitesin! +1 ?

. . 1
(Dans l'exercice, prendre erpremiere lecture k =2 et comprendre que pa(n) L 1 E;
n:
. o 1 )
puis avec k =3 comprendre intuitivement que pz(n) ! 1 3 Ce n'est pas demandé
n:

L L _ 1
mais si, par contre, on avait prisn = 10 et k = 1000, on doit comprendre quepiooo " E')

2. Solution. Tirages indépendants et équiprobables.n® cas possibles; cas favorables : si on tire la

boulei au tirage k, on a tiré avant dans[[i;n]] soit (n i+1) 1. Donc: px = K (n i+1k1
7

1 X nn+1) _n+1 1% e 1

= — = = = — e | = _

Pk nkj:lj . Ainsi p o2 n et px nj:1(n) o Ot dt i

32.4.4 (*) Limite de probabilités avec une Matrice

N enfants E; jouent au ballon : Au départ, E; a le ballon et I'envoie a un autre; etc. Relier les
les probabilités py., : Ex ayant le ballon au pasn (p1.0 =1) avec une matrice. Etsin! +1 ?

[en 1ére lecture prendre N =3]. Soit (Ak.n)i6ke 3 le systéeme complet d'événements :
Ex ale ballon au pasn. Notons pn = p(A1;n); oy = p(A2;n); rn = p(As;n). Alors
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0 1 0 1 0 1
X 1 X pn+1 1 011 pn
Pr+1 = P(Arn+1) = P(Arn+1 \ Ajn) = 3 1 pin - Donc @0n+1A = 5@1 0 1A 3@0nA-
i i r 1 r
0 1 ) 0 1 18K ot 1 d % ™o
1 1 1 01 1 1 Pn Po 1
Soit J=@ 1 1A, A=J 13=@ 0 1A, |M = SA. Alors : @g,A = M": @A = MM:@0A.
111 1 10 M ro 0

(*) Calcul de : A™:n> 1.| Déa J2=3:J, J"=3"1J pourn>1; tandisque J°= 3!

Pour calculer A" = (J 1)", on sépare donc en deux, selon 3% et J'; i > 1. Exemple AS:

5

5 1
5_ 15 4 3 2 - 5 4 3 2
A =1 1J+2J 3J+4JI3—§3 13+23 33+43JI3
1 5 5 5 5 1 (3 1)°+1
5_ 5 4 3 2 0 - :
A—§3 13+23 33+433J+§J |3—f.\] 3.
o @ " " 1 ( 1) (" .
n — n n — . . .
(*) En général A" = 3 J+( 1)"l. DoncM" = 3 1 > J o+ on A qui

"tend vers" %:J: D'oUu pn; Gh; rn tendent vers % . limite attendue !

Autres facons de calculer A", peut-étre plus simples ! (ci-dessus, binéme).

1. Sion a une matrice facile, par exemple diagonal®, et P inversible telles queP AP = D, alors
A" = P:-D":P 1: c'estle programme de Spé-PT.

2. Ou (Spé-PSl) avec A? A 2l3=0, X"=(X +1)(X 2)Q(X)+ aX + b, on trouve a; bavec
X= 12 pui%on déduit que : A= O + aA+ bil.

an b by
3. Ou encore iciA" =@h, a, A avec ap+1 = 2:b;bh+1 = ay, + by. Tirer a, de (2), reporter dans
b b an

(1)) byo  baer 2b, =0 d'équation caractéristiquer? r 2=0:b, = : 2"+ :( 1)"...

32.4.5 (**) Limite de probabilités avec suite arithmético- géomeétrique

Une urne B blanche contient une proportion0 < a < 1 de boules noires (etl a de bl.); une urne N
noire contient une proportion 0< b < 1 de blanches L bde n.) On choisit une urne (probabilité p pour
B), on tire une boule avec remise; si elle a méme couleur que Fhk, on garde I'Urne, sinon on change.

- Soit V, = z” ou p, est la probabilité que lan éme soit blanche. Limite deV,, en l'inni ?

N
- Probabilité que la n éme soit blanche si blanche ak éme tirage : k6 n; puis k> n ?

Soit A, I'événement : Aun éme tirage, on a une blanche; qui implique on est dans
l'urne B,aurangn+1. Déja: pi=pi(l a)+gb et pp+g,=1. Puis:

Pn+1 = P(An+sz \ An)+ p(An+2 \ Br)=(1 a):p, + b:q,, 8n> 0, en posant pg= p; ¢ = 0.

Ainsi : ‘pml =(1 a b:py+ b p,estune suite arithmético-géométrique (connueb d'ou :

n. b U b o
+(1 a b": p =5 de limite : T b Puis :

() PE s

1 a b
a 1 b

n k. b
a+b+(1 a b" " b pour n > k

b
a+b

Casolun> k. Ici: Vo= M" XV ou M = et V= é . La relation est donc
1

analogue a la précédente et devient : ppx =

N o - — b k n.
Cas ouk > n. Cette fois : 1—a+b+(1 a b " pn

+(1 a b" kK 1 aTbb pour n 6 k. Méme expression !

; d'ou on trouve, par

calcul ... ppk =

a+b
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M+ Exercices : Probabilités, généralités PTSI

1. (Dénombrement). On lance 4 fois un dé a 6 faces. On appellgage cette suite de 4 lancers.
(a) Combien a-t-on de tels tirages ?
(b) Combien avec exactement 2 numéros di érents ?
(c) Combien avec exactement 3 numéros di érents ? (1296, 21720).

2. (Dénombrement). On lance 3 dés (Bleu, Jaune, Rouge) a 6 face
(@) Nombre total de tirages possibles ?
(b) Nombre de tirage ayant au moins un "6" ?
(c) Nombre de tirage ayant au moins 2 faces identiques ?
(d) Nombre de tirage tels que la somme des 3 dés soiut paire ?
(e) Nombre de tirage vériant 2) et 3) ? puis 3) et 4) ? (216, 91,96, 108, 31, 48)

3. (Probabilités) Un joueur atteint sa cible avec une probaliité de 0,04.
Combien doit-il faire d'essais pour l'atteindre (> 1 fois) avec une probabilité d'au moins 0,95 ?
Réponse: En n lancers, on résout : 1 p=(0;96)" 6 0;05. On trouve n > 74.

4. (Probabilités) On dispose de deux dés : A a 4 faces rouges, 2 blanchesB : 2 rouges, 4 blanches.
On joue toujours avec le méme dé; mais avec une probabilité 3/pour A ; et 2/3 pour B.
(a) Probabilité d'avoir la couleur rouge au premier coup ?
(b) On a eu 2 fois rouge (sur deux). Probabilité d'avoir rougeau 3éme ?
(c) On a obtenu n fois rouge enn coups. Probabilité d'avoir utilisé A ?

4 l 22 4
Réponses (a) p(R1) = p(R1jA):p(A) + P(RyjB):p(B) = ziz+ ziz = g ' 04444
: _ 2
(b) On cherchep(R1\ R2\ R3jR1\ R2). p(R1\ R2) = p(R1\ R2jA):p(A)+ p(R1\ R2jB):p(B) ::: = 9
p(R1\ R\ R3) analogue... et vaut;—g. D'ou la réponse : g 0; 5555
(©) Déja la probabilité d'avoir n rouge est (de memey: 2+ 2 L= Z¥2 qine art
J p g 3' é 3' é - 3n+l p .
Et p(Ajn rouge) = PA\ n _rouge) _ p(Ril Rz\ =i\ RaJA):P(A) (selon la formule de
p(n rouge) p(n rouge)
n
Bayes). Le numérateur est —— T D'ou la probabilité T+ 2 (Quitend vers 1, sin! +1 ).

5. (Probabilités) Une particule se déplace entre 3 point#\;B;C. Si enA, elle va enB avec la prob.
0,75 ou enC avec la prob. 0,25. Si erB, elle va enA avec la prob. 0,75 ou erC avec la prob. 0,25.
Si enC, elle va forcement enB. On note g@,; by; ¢y Ieslprobabwte d'étre enf\ B;C au tqgnpsln
0 3H4

12 3
On considére aussi les matrices :M = @3=4 0 1A P=@6 1 1A et Xp= @bnA
1=4 1=4 0 7 2 0 Cn

(@) Vérier que Xnps1 = MiX .

(b) Calculer P ! (on peut s'aider d'une machine) et vérier que P *MP = diag(l; 1=4; 3=4).
En déduire M " puis X, en fonction de X.

(c) En déduire la limite X, quand n tend vers+1 , de X.




Chapitre 33

Probabilités : Variables aléatoires

33.1 \Variables aléatoires sur un espace probabilisé ni

33.1.1 Dé nitions
1. Soit un ensemble ni, muni d'une probabilité. Par exemple, avec m dé lancé 2 fois,
= f(1;1);(1;2);(1;3);:::;(6;5); (6;6)g chacun de probabilité?)—l6 si les faces sont équiprobables.

2. On dé nit une application de dans R mais les notations usuelles ici sonX . Sur le cas ci-

dessus, par exemple, X est la somme des numéros pour 2 lancers : X ()= f2,3;4;:::12g.

1 1 1 1 5
p(X - 2) - 3_6! p(X - 3) - 1_81 p(X - 4) - 1_21 p(X - 5) - 51 p(X - 6) - 3_6! p(X - 7) -
1 1 1 1

PX =8)= o PX=9)= ¢ pX =10)= — p(X =11)= = p(X =12)=

3. X ()= fx1;X2;:5%Xng N; on n(gze fX = xig I'ensemblef! : X(!)= xig avec :
pi = p(X = xj). C'est une autre probabilité : pi=1. (X 2Asignie f! 2 : X(!)2Ag)

ol P

33.1.2 Autres exemples

1. Composition foX : Sur I'exemple précédent, on peut considérer une fonctiorf (par exemple
un gain ) disant si la somme vautk, le gainestf (k). Par exemple avec :f (x) =2:x :
foX se noterait 22X et son ensemble de valeurs serait foX () = f4;6;8;:::; 24g.

2. Toujours avec 2 lancers de dés, solt : le minimum obtenu . Ici, Y()= f1,2;3;4,5;6g9 et:

11 9 7 5 3 1
p(y =1) = 36’ p(Y =2) = 36’ p(Y =3) = 36’ p(Y =4) = 36’ p(Y =5) = 36’ p(Y =6) = 36

3. Exemple Loi de X rang d'apparition de la Noire : tirages sansremise dans une Urne (2 B, 1N) ?

Solution . X ()= f1;2;3g. Puis (X =1) signie gu'on tire de suite la noire p(X =1) = %
=2)= Ny = 2121 3= 211 1 i i uni -
p(X =2)= p (B;N) = 35° 3 p(X =3) = 331° 3 X suit une loi uniforme sur [[1; 3]].

33.1.3 Couple de variables aléatoires. Indépendance

1. Dé nition Etant donné, deux variables aléatoires, notées ici :X, Y a valeurs dansR, on peut
dé nir les probabilites : |pj = p(X = x;\ Y =y;).| Exemple: Y nX j 1 0 1
|
0| 15 0 1/5
1 |15 15 1/5

Ici © p(X =0\ Y=1)=1=5p(X =0):p(Y =1)=1=5:3=5.

221
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2. Ce qu'on appelle "lois marginales; c'est : p(X = 1); p(X =0); p(X =1) ; idem avecY ; en

X X
genéral : p. = p(X = Xx;, Y quelconque)= p;; et p.; =p(Y =y, X quelconque)= pj; .

J i

3. On appelle loiconditionnelle deY sachant queX = x;, la donnée de : p(Y = y;jX = X;) = SL

4. |X etY sont ditesindépendantes sip(X = x;;Y =yj)= p(X = x;):p(Y = y;).| Se généralise ...

Deux propriétés immédiates.‘Si indépendance : ‘ p (X2A)\ (Y2B) =pX 2A):plY2B)
et f(X); g(Y) indépendantes Ainsi: X;Y indépendantes ) a:X+b;cY+dindépendantes.

33.2 Espérance, variance, écart-type.

33.2.1 Dé nitions

1. Soit X une variable aléatoire prenant les valeurx; avec les probgbilitésp;.
N N\

Alors l'espérance mathématique vaut, par dé nition : |E(X) = Xip = Xi:p(X = xj).

2. Exemple . Supposons une variable aléatoire représentant la longuede divers lancers; soit :
Longueurs | 5m. | 10m. | 12métres

Eectifs: | 6 | 9 | 5. La moyenne ou l'espérance vautE(X) = X =9 meétres.

AN A P—
3. Variance et écarttype  (dispersion)|V(X) = (xi E(X)Zp= (x X)Zpl| = V.

2

4. L'exemple : la variance en _m<; ['écart-type en métres . V =7;5 m2: ' 2:74 métres.

Note :|V(X)= E [X XJ]? =E [X E(X)]? | (Etune v.a. constante est dite "certaine".)

33.2.2 Propriétés de I'Espérance (Si E(X)=0, on dit v.a. "centrée")
1. Linéarité. E(:X + Y )= E (X)+ :E (Y) queX, Y soient,ou non, indépendantes.
Donc: E(X1+ Xo+ i+ X)) = E(X1)+ i+ E(Xp).
DémonstratioIQ de Ligne 1 (*). )F( X )= E (X% évident a\ﬁec la dé nition; et (intéressant) :

E(X+Y)= (Xi +yj)pij = Xi+yj)pij = Xipij + Yj:pij - Or (doubles indices) :
X i i i X WX X X
ai:h = agby + a1y + aihz + aphy + axhy + aghy = ( aij)= ( @) avoir !
16i62,16j63  y X X X 16162 16j63 i x X
) XiPij = ( Xipij)= Xi:pi = E(X). Ildem l'autre terme avec

i i i joi
2. Croissancee E(X)>0 siX >0 etdonc (linéarit¢): X 6 Y =) E(X)6 E(Y).

X
3. Formule "de transfert” : E(f (X)) = f(Xi):p(X = xj). En exercice.

4. Enn ‘X, Y indépendantes ) E(X:Y)= E(X):E(Y).‘ P(X = xi\ Y = yj)= p(X = x):p(Y = yj).

X X
Démonstration : Ici, E(X:Y) = Xiyj:p(X = xi\ Y =y)= Xityjp(X = Xxi):p(Y =y;) !
X i
(/[ci-dessus) = Xi:p(X = x):E(Y)= E(Y):E(X). Réciproque fausse : a voir au I.

33.2.3 Propriétés de la Variance

1.|Sia; b2 R, E(a:X + b)= aE(X)+ b. V(aX + b= a>V(X) donc (aX +b)=jaj: (X).

X X
Démonstration. V (a:X + b) = ax; aE(X) % p = a (xi EX)%p = a%V(X).
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2. Formule de Huyghens|V(X) = E(X2) E(X) ° mais ici on voit mal  V(X) > 0. (cf. Ex. I1.1.)
Dg:’(monstration. No)'éons m = E(X))(z X anrs):( V(X)= E (X X)2 =E (X m)? =

(xi mZp = xZp 2m:  xppp+m%  p=EX?) 2mm+ m?= E(X?) m2

3. Covariance Ona:V(X +Y)= E (X + Y)? E(X +Y) 2 d'aprés la formule précédente; d'ou
V(X +Y)= E(X2)+ E(Y2)+2:E(XY) EX)? E(Y)? 2EX)E(Y). Quidonne
VX +Y)=VX)+ V(Y)+2 E(X)Y) E(X)E(Y). Puison dénit (avecX = E(X)):

Cov(X;Y)=E (X X)(Y Y) =EMXY) XE(Y) Y:EX)+X:Y =E(XY) E(X)E(Y)

donc: |[Cov(X;Y)=E (X X)(Y Y) =E(XY) EMX)E(Y); V(X)= Cov(X;X).

Et [ VIX +Y)=V(X)+ V(Y)+2:Cov(X;Y) avec X, Y indépendantes ) Cov(X;Y)=0.
(derniére implication déja vue en 11.2.)

Analogie avec un produit scalaire : (forme bi-linéaire symétrique, positive ...)

. Analogie X 'y $ Cov(X;Y)=E (X X)(Y Y) = E(XY) E(X)E(Y).

"X X $ Cov(X;X ? = V(Xﬂ dou: V(X +Y)= V(X)+ V(Y)+2:Cov(X;Y ) estle Théoreme
d'Al-Kashi kx + yk2=kxk2+ kyk2+2(x'y) [+Inég. de C-S et de Minkowski ]

4. Note. X X '"centrée"carE X X =0. X;Y ind.) X X;Y Yind.; co(X;Y)= ::=0.
A nouveau et retenir : ‘X, Y indépendantes ) V(X +Y)=V(X)+ V(Y).‘

33.3 Lois de probabilités nies usuelles.

33.3.1 Loi uniforme X ()= fXq; Xo; i Xpg; pP(X = xk)=1=n

2 X
Pour la loi uniforme sur [[  1;n]] : E(X)=n;1; V(X)=n121 Car, avec k? (donné)
_ex?y w21 . (n+1)? _ 1nn+1@n+1) (@+H>__n® 1
V(X)= E(X?) X =5 k s 5 il

33.3.2 Loi de Bernouilli  B(p) X()= f0;1g, p(X =1)=p, p(X =0)=1 p=q

(Succes, échec) : |E(X)=p; V(X)=p p’=po| (avec: V(X)= E(X?) E(X)2)

Exercice X;Y;Z sont 3 v.a.ind . suivant la méme loi de BernouilliB(p) ; calculerE(X + XY + XY Z).

Solution Soit U= X + XY + XY Z. Parlinéaritée E(U)= E(X)+ E(XY )+ E(XY Z); et
par indépendance : E(U) = E(X)+ E(X):E(Y)+ E(X)E(Y)E(Z) = p(1+ p+ p?).

33.3.3 Loi Bindbmiale  B(n;p), X () =[[0 ;n]], p(X = k) : avec les coe . binémiaux

Si Xq; 5 Xy v.a. indépendantessuivent une Loi de Bernouilli, alorsS, = X1+ i+ X,

Théoréme: —_— o . . :
- (Nombre de Succés em tentatives indépendantes ) suit une loi binomiale : B(n; p):

Démonstration. Si indépendanceS, = k signi e qu'on a choisik X; ou X; =1 ; les autres : 0. D'ou

p(Sn = k) = E P k.‘E(Sn): np; V(Sy) = n:p:q‘car X,Yind.) V(X +Y)=V(X)+ V(Y).

Exercice 1 Une Urne contient 5 boules numérotées de (1) a (5). Tirons sgessivement avec remise 2
boules; soitX le nombre de numéros pairs obtenus. Loi dX ? Rép. X suit la loi B(Z;E).

Exercice 2. Espérance, variance par calcul :Simplier f (x) = E XK

X k=0
[n(x+y)" 1]; en déduireE(X) = n:p. Vérier que kik  21):xMy" K= n:(n 1):x%(x+y)" 2avec
f": endéduire E(X?) E(X)=n:i(n 1):p? et V(X)= E(X?) n?p?= n:p:gq, comme ci-dessud

'y K [(x + y)"]; calculer f {x)
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33.4 Inégalité de Bienayme-Tchebychev

33.4.1 Enoncé et démonstration

Ona |[p jX E(X)j>t 6 tiz:V(X) oubien: p jX EMX)j>k: (X) 6 k—lz
X
Preuve. V(X) > Xi E(X) 2:pi > t2p jX E(X)j>t etisoler le terme cherché.

X E(X)j> t

33.4.2 Exemples

1. Exemple 1 : On fait divers lancers d'un dé parfait a 6 facesNombre de Iancersla faire p(laur pouvoir
armer avec une erreur < 5=100que la fréquence d'apparition du 6 est dan$€ 0; 01, 6 +0;01]?

. . 1
Xn, le nombre de 6 obtenus em lancers, suit la loi : B(n; <

"6
= npg 5100 510 5
pj>;_n %J> 0: 01 g V(Xn=n) _ 10%n:p:q_

X .
). 7” est la fréquence :

= = . 6 —— sut ; réalisé sin > 27778
0;012 n2 36:n 36:n 100

2. Exemple 2: On e ectuen > 1 lancers avec une piéce équilibrée. Trouvar pour qu'on puisse a rmer

avec un risque d'erreur< 4=100 que la fréquence des piles ne di ére pas de 1/2 de plus dleo—o

Xn, nombre de piles obtenus, suit la IoiB(n' 1-2) La fréquenceF, = X,=n vérie :

p(j Fn ) 04 . Onveutp(j F —J<—) 4 1o isut;n>6945

E 100 100 100" 36n 100

3. Exemple 3 : Un avion peut transporter 400 passagers. Un psager prévu fait défaut avec une
probabilité de 100 420 réservations ont été faites. Probabilité qu'il manquedes places ?

m On étudie les désistements : on a la ldB(420; 0, 08) d'espérancem = 33,6 et de variance
V =30;912 SiD estle nombre de deS|stements p(D619) = p(D m6 146.

' 14;5
Donc: p(D 6 19)[6 [p(jD mj> 146) 6 e 0;1450 Le risque est inférieur a7

33.5 Exercices corrigés

33.5.1 Une Urne a 4 boules 1B, 1N, 2R. On tire sans remise chaqu e boule ...

1. X rangdelaB.; Y dela2¢éR. Loide (X;Y ) ? Loi marginale deX ? deY? deZ=jX Y|?

2. Solution: YnX k1) 23] 4 avec un arbre ! X :loi uniforme; et:
2 k0j0j1=12j1=12 plY =2)=1=6; p(Y=3)=1=3; p(Y =4)=1=22
3 k1=12j1=12j0j 1=6 Loide Z =jX Y| temps dattente
4 k1=6j1=6j1=6j0 p(Z=1)=1=2; p(Z=2)=1=3; p(Z=3)=1=6.
33.5.2 Comment trouver la loi de la somme de 2 v.a., a valeurs d ans N

X
p(S=n)= p(X=kK\(Y=n k). Etsi X,Y sontindépendantes somme de produits !
k

33.5.3 (*) Comment trouver la loi du minimum Zde2va. : XetY

Ona: p(Z>n)=p (X>n)\ (Y >n). Ensute : pZ=n)=p(Z>n 1) p(Z>n).
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33.5.4 (*) Comment trouver la loi du maximum Zde2va.: XetY

Ona: p(Z6n)=p(X 6 n\' Y6 nN). Ensuite : pZ=n)=p(Z26n) p(Z6n 1).

Exemple. Une Urne contientn boules numérotées 1,2, n. On tire 2 boules a la fois eZ =max(Numéros).
: . _ k(k 1) n _n(n 1) L 2k 1)
LoideZ ? Rép p(ZGk)—m car , = —51— Donc p(Z—k)—m,ZG k6 n.

33.5.5 (**) Espérance et Variance d'une Loi hypergéométriq ue H(N;n; p)

On préléeven boules 1 6 N) en un seul tiragedans une Urne contenantN boules Blanches ou Noires
avec une proportionp de Blanches (doncN:p 2 N Blanches), g de Noires (doncN:q 2 N Noires).

N:p . Nq

Soit X la v. a. indiquant le nombre de blanches obtenuesp(X = k) =

, 06 k6 n.
N

n
(Pour comprendre cela, prendre d'abordN =12, p=1=3doncN:p =4, N:q=8 etn =3 par ex.)
La somme de ces probabilités vaut Iformule de Van Der Monde cf. exercice. [Déja le cas précédent ?]

L'idée est, dans une grande populatiorde 70 millions d'h, de chercher a connaitrep = 1=3 (?) via des
sondagesdans les échantillons den = 500 personnes par ex. Avec la formule connue et facile a véri er

N:p 1 . Nq

N:p:
roor o1 X X k 1 n k . n_
K “ Kk ok 1 E(X) = k:ip(X = k) = N 1 = N.p.W = n:p (correct).
k>1 k>1 " on 1
Et en appliquant encore la formule encadrée ci-dessus, taujrs avec la formule de Van Der Monde :
N:p 2 . Nug
o X o X X k 2 * n k
E(X°) = ke:p(X = k)= E(X)+ ki(k 1):p(X = k)= n:p+ N:p(N:p 1):
k>1 k>2 k>2 N:N » N2

nn 1) n 2

2y . .n(n 1) e NN
E(X4) = nip+ N:p:(N:p 1)'7N(N 1) Donc avec la formule de HuyghensV (X)) = n.p.q.N 1

33.5.6 (**) Indépendance ? (On a besoin de la somme des k?)

Une urne contient n boules numérotées de 1 a. On tire une boule, soit X son numéro. On la remet et
on ajoute alors une boule numéroté&X . On tire une boule dans l'urne modi ée et soitY son numéro.

Questions : LoideX ? deY ? E(X:Y) ? Conclusion ? :

. L 1 n+1
1. X suit la loi uniforme sur [[1;n]]. P(X = k) = o E(X) =

(sera utile).

2. Puis avec un systéme complet d'événements évident, suit aussi cette loi uniforme car :

. . : . . : . 2 1 1 n 1 1
Y=1=pY =iX =1)pX = Y=iX6Ii)pX 6i)= — X = —,
P(Y =)= p(Y = ijX = i):p(X = 1)+ p(Y = X 6 1)p(X 6 1) = i+ i =
o . L L iy -y 12
3. Ensuite : p(X =i\ Y =1i)=p(X =i)p(Y =ijX =1i) = e
L _ _ _ . 11 X
etSIIGJSp(X=I\Y=J)=p(X=I)Zp(Y=]jX=I)=ﬁin+1. Donc, avecS = i
| i=1
X X xoox
E(XY) = iz:% + %1 = :%l + NG :%1 =
16i=j6n n(n+1) i6] n(n+1) n(n+1) i=1 =1 n(n+1)

1 nin+1)2n+1) n(n+1) 3n?+7n+2 o
: + = 6 E(X):E(Y) : V.a. nonindépendantes.
n(n+1) 6 4 12 (X):E(Y) inaepe S
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M+ Exercices : Variables aléatoires. PTSI
1. Dans une ville, il y a une proportionp de personnes ayant un virus. Si on est en contact avec une
telle personne, on a 2 chances sur 3 d'étre contaminé. Un reg@entant rencontren personnes.
(&) Montrer que la variable aléatoire N : nombre de malades rencontrés suit une Id3 (n; p).
n
(b) Montrer que la probabilité que le représentant soit conaminé est: 1 1 %
2. Une puce fait des sauts (égaux) a Droite avec une probatiéip, oua G. (1 p).
Au départ son abscisse vaut 0. SoiX , I'abscisse au pas. Loi, espérance et variance dX,, ?
Rép. SoitSy lav.a. de Bernouilli valant 1 silekéme pas est a D, 0 sinon. AlordD, = Sk (k6 n)
suit une loi B(n;p). Et G,=n D,. Donc X,=2:D, n.
Dot : p(X,=2k n)= E Pg” K. EXn)=m@p 1) et V(Xn)=4:npq.
X
3. Montrer la "formule de Van Der Monde" : nkl : nnzk = nl; "2 (N = ny+ ny).
k
4. (*) Avec une matrice 3x3 (a la puissancen). On a deux casiers A et B contenant chacun 2 jetons.
Au départ (n =0), A posséde lesjetons 0et0; B lesjetons 1 et 1.
A chaque coup, on permute un jeton de A et un de B. SoilX, la somme en A aprés coups.
(Xn() 2[0;2]). Onnote : a, = p(Xp =0); by = p(Xn =1); cn = p(Xn =2). Avec :
(@) p(Xn+1 = 1) = p(Xn =0):p(Xn+1 = ijXn =0)+ p(Xn+1 = 1jXp =1)+ p(Xn+1 = 1]Xp =2),
ona:
0 1 0.1 0 1 0 1 0 1
an 1 0 1=4 0 1 1 1 1 1= 0 1=2
@p,A = A"@0A ou A=@1 1=2 1A=PDP '=@0 4 2Adiag(0;1;—)@1=6 1=6 1=6A
c 0 0 1=4 0 11 1 27 1=3 1=6 1-3
o 1. 1 1" 1 2 2 1" 2
> 1: = = -+ - = o= = - - = -
(b) On déduit pour n> 1: a, Cn 6t 3 3 5 b 3 3 3 3
X X
5. (*) Indépendance ? (on a besoin des k?et  k%). Une urne contientn 2 boules N et 2 B.

On tire successivement une boule sans remiseX: 2 [[1;n  1]] est le numéro du tirage pour lequel

la 1ére B. apparait; Y 2 [[2;n]] le numéro de la 2eme B. Loid&X ? deY ? E(X:Y) ? Conclure.
(n 2):(n 3)xf[(n 2) (k 2))2_ 2(n k)

(@ Ona: p(X =k)=

nin 1)::(n (k1) " n(n 1)
X 1
D'ou: E(X)= k:H: o= n-;l Et (.)
k=1
a2k (n 2):(n 3)x[(n 2) (k 3)] _ 2k 1) _2(n+1)
(b) p(Y = k) = n(n Du(n (k1) “an 1 EME 35—
(c) Etpour 0<i<j 6 n,pj = 2:(?1(n 2)(;):::(31):::((1 k1); 2 - n(n2 1) On trouve alors -
il 2 X G ) (n+1)@En+2) . :
E(X:Y)= s g T i3 6 E(X):E(Y). [Non]ind.




Table des matieres

1 Les nombres réels. Equat. et inéguations 9
2 Le second degré. x! ax?+ bx+ c; 2::3 15
3 AK; CK, Binéme. Injections et surjections 21
4 Trigonométrie. Equat. et inéquations trigopnométriques 2 9
5 Complexes : Aspect algébrique et trigonométrique 33
6 Complexes : Aspect géométrique 41
7 Généralités sur les fonctions R dans R 49
8 Calcul de limite des fonctions R dans R 53
9 Continuité des fonctions R dans R 59
10 Dérivation des fonct. de R dans R: calculs 67
11 Dérivation des fonct. de R 7! R: théoréemes 71
12 Les fonctions élémentaires 77
13 Equations di érentielles (ordre 1 et 2) 85
14 Suites de réels (et complexes) 93
15 Suites up+1 = f(un) €t Up+2 = AlUn+1 + buy 99
16 Géométrie du plan R? 105
17 Transformations du plan 113
18 Systémes linéaires. Espaces vectoriels 119
19 Espaces vectoriels de dimension nie 127
20 Les applications linéaires : généralités 133
21 Applications linéaires en dimension nie 141
22 Calcul matriciel 147
23 Déterminants 2x2, 3x3, etc. 153

227



228 TABLE DES MATIERES

24 Géométrie de l'espace R3 159
25 Transformations de I'espace  R® 167
26 Les polynémes, KIx] 175
27 Fractions rationnelles 181
28 Intégrales simples f :[a;h! R 187
29 Calcul de primitives 195
30 Développements limités. Formule de Taylor-Young 201
31 Les séries numériques 209
32 Probabilités : généralités 215
33 Probabilités : Variables aléatoires 221

e 1 -
Courbe de Gauss en probabilité x 7! pz;e x2=2 .
Numérotation du cours \ 23.1.2.1. peut étre noté, en omettant le chapitre :1.2. a), par exemple.
Progression du cours ‘ (1 chapitre / semaine)
ch.06 : Toussaint ch.13 : Noél ch.23 ... ou 26 : Paques ch.30 : n mai ...

| Lecture du cours |

Faire des résumés précis . Refaire les exemples traités. Faire des dessins.

Exemple : médiatrices, hauteurs, bissectrices (intérie@s), et aussi les médianes concourantes.

‘Eviter les compléments : ce ne sont que des themes de probleme s. En particulier ‘

Eviter les questions (*), dont plusieurs démonstrations. Sur les fonctions continues : absentes. Aussi
sur les déterminants. Idem sur le fait queO3 n'est constitué que de rotations vectorielles axiales).
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*) puelques exercices de Révisions ‘

1. Sur les suites . On admet ici le Théoréeme de Césaro Soit (u,) une suite a terme réels qui tend
. . up+ ux+ i+ u .
versL (nie ou innie). Alors vp = ! 2 - " tend aussi versL quandn! +1 .

(a) Lemme de l'escalier :
L a
On suppose que :an+1 an tend versL. En déduire que : F” tend versL.
(b) Avec In( ) :

On suppose que , > 0 et que "*1 tend versL > 0. Montrer que R " tend versL.
S n r__
o , NN
En déduire que : " 2n ! 4; etque: — |
n n'+1 n! n! +1
2. Des intégrales avec des changements de variables 7 7
. L . . 17X 1
(a) Soit f dé nie continue sur R. Pour x 6 0, véri er que : ; f(t)dt = f (x:u):du.
0

7 0
& Arctan (x)

. 1
(b) Soit 14 = :dx, a> 0. En posantt = < montrer que : 4= E:In(a).
1=
z
(c) Soit | = In(1+ tan(x)):dx. Avect = 2 X, Vérier que | = Z:In(2) |. Valeur del ?
. YIn(1+ x) Ny .
Soit J = de. (On se ramére a l'intégralel précédente) Montrer que : |1 = J.
1
Soit K = ArCta7n(x):dx. vérier que K = —:In(2) J. Conclure quel = J = K.
0 1+ x 4

3. Sur les matrices .
(@) Vérier par division euclidienne que : X3+2:X2+2:X =(X?+ X +1)(X +1) 1

On suppose que la matrice carréeA vérie A3+2:A2+2:A = O.

Déduire que (A2+ A+ I)(A+1)= 1. Conclusion sur A2+ A+ 1 ?
(b) On cherche les matricesM telles queM 2 = g 01 = A. Montrer que M:A = A:M .

En déduire queM est forcément diagonale. Prouver qu'il y a une et une seule kion.

4. Divers développements limités

(@) Au point 0, vérier que : In(e® +2:€+3) = In(6) + gx + X2 (X).
(b) Au point 0, vérier que : ch(In(ch(x))) =1+ %x“ + x% (x).

(c) Au point 1, en posantx =1+ h, vérier que : In(1+ x+ x?) = In(3) + gh + :—ghz + h?: (h).

. e 1 2 . -
(d) Soit f (x) = — 3 Montrer qu'elle est bijective au voisinage dex = 0 et quef *
2
y posséde urDL , valant: f (y)=y % +y2: (y).
: . . In(2
(e) Montrer que : x"*! + x" 1 =0 posséde une unique racine positive, ; et 1 X”n| 1 %

(f) Pour: f(x)= % trouver, pour k 2 [[0;3]], f®(1). (Réponse:0;1;1;5;pabL !)
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5. Quelques problémes de dénombrements
(&) Soit une partie donnéeA d'un ensembleE. On suppose que JAj=p6 jE j= n.

Nombre de partiesX telles queA X ? (Dire: X A; donc 2" P cas).
(b) Nombre de parties X telles queX \ A=; ? (Idem:cest X A).
(c) Nombre de partiesX tellesqueX [ A= E ? (2P carcest X A).
(d) Nombre de coupes(X;Y ) avecX Y ? (Trouver 3" avec le Bindme de Newton !)
(e) Nombre de coupegX;Y )avecX \ Y =; ? (ldemcarcest: X Y I)
(f) Nombre de coupes(X;Y ) avecX [ Y=E ? (ldemcarcest: X\ Y =; 1)

(g) Nombre d'applications strictement croissantes dd[1;p]] dans[[1;n]] ? (p6 n). ( B )

(h) (*) Nombre d'applications croissantes de[[1; p]] dans[[1;n]] ? (Ind. f est une telle appl.,
g(k) = f(k)+ k 1 est strictement croisante de[[1;p]] dans[[L;n+ p 1]] )

En note : une "lemniscate de Bernouilli" (symbole de I'in ni ), une astroide (de la trigo-
nomeétrie) et deux "cardioides" (la petite est "enveloppe" d es normales a la grande) :

N
NI

et géométrie projective  (cube a 3 points de fuite ; "Annonciation"; et village du Chazlet, la Meije) :




