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es nombres premiers sont les
nombres entiers a partir de 2 divisibles unique-
ment par 1 et eux-mémes. Leur liste commence
par: 2,3,5,7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31,... Le
théoréme fondamental de P’arithmétique
indique que tout nombre entier s’écrit de
maniere unique comme un produit de nombres
premiers (ses «facteurs»). Ainsi 10=2x5;
49000=2%x5%x7%;12351=3x23%179.

Lorsqu’un nombre est le produit de deux
grands nombres entiers, il est généralement
difficile de trouver ses facteurs. La sécurité de
’algorithme de chiffrement a clé publique RSA
proposé en 1971 par Ronald Rivest, Adi Shamir
et Leonard Adleman et utilisé dans le com-
merce électronique sur Internet, s’appuie sur
cette difficulté. A Vinverse, si un nombre n’a
que des petits facteurs premiers comme
49000=23x5%x72 il est facile a factoriser, car
en essayant les nombres premiers par ordre
croissant, vous trouverez tous les facteurs pre-
miers rapidement. Ainsi, méme a la main, vous
factoriserez facilement 22674816 000.

Le nombre 4218468850529182163261090
9598996541738126195296913683396628247
38359697505769099188485064567411441664
de 100 chiffres est factorisé par le logiciel de
calcul que jutilise (Maple). Il est égal a
299%x3%x7¥%11*. Le programme sait factoriser
ce nombre de 100 chiffres car ses facteurs sont
petits, mais échoue a factoriser le nombre
obtenu en remplagant le 4 final par un 3.

Les nombres a petits facteurs ont d’éton-
nantes qualités et on les dénomme «entiers

LES ENTIERS
FRIABLES

S’ils furent longtemps négligés, on comprend aujourd’hui
I'utilité et 'importance de ces nombres entiers qui n’ont
que des petits facteurs premiers.

friables» ou «entiers lisses»: un nombre N est
K-friable si la décomposition de N en facteurs
premiers ne comporte que des nombres pre-
miers inférieurs ou égaux au nombre entier K.
Le nombre 49000 est donc 7-friable.

LES CAS LES PLUS SIMPLES

Les nombres friables les plus simples sont
les nombres 2-friables, les puissances de 2: 2,
4, 8, 16,... auxquels la rubrique du mois
d’avril 2022 (Pour la Science n°534) était consa-
crée. Nous n’y reviendrons pas. Un peu plus
compliqués sont les nombres 3-friables dont les
facteurs premiers ne sont que des 2 et des 3.

Voici la liste des 50 premiers nombres
3-friables : 1,2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 27,
32,36,48,54,64,72,81, 96, 108, 128, 144, 162,
192,216, 243, 256, 288, 324, 384, 432, 486, 512,
576, 648,729, 768, 864,972,1024,1152, 1296,
1458, 1536, 1728, 1944, 2048, 2187, 2304.

Ces nombres jouent un role en musique, et
bien que n’ayant pas recu de nom a cette
époque, des le x1ve siecle, le philosophe et
mathématicien Gersonide démontra que dans
la suite des nombres 3-friables la différence
entre deux termes consécutifs ne differe jamais
de 1 sauf au tout début de la suite pour 1 et 2,
2et3,3et4,etenfin8et9.

Les nombres 3-friables sont aussi liés a un
moment étonnant de ’histoire des mathéma-
tiques (voir Pencadré 2). Dans sa lettre a
Godfrey Hardy, Srinivasa Ramanujan écrit que
le nombre d’entiers n’ayant que 2 et 3 comme
diviseurs premiers (nombres 3-friables) et



LES NOMBRES FRIABLES

Les nombres K-friables sont les
nombres qui ne sont divisibles que

par des nombres premiers p < K.

On a découvert que ces nombres
jouent un réle important dans une
multitude de questions de théorie

des nombres. Voici la liste des nombres
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5-friables jusqu'a 500.

inférieurs a N est approximativement:
(log(2N)1og(3N))/(2log(2)10g(3)).

La formule, démontrée rigoureusement par
Hardy quand Ramanujan était a Cambridge, pos-
sede la propriété inattendue d’étre d’une sidé-
rante précision. Pour tous les nombres N jusqu’a
21000%1,07%10°%, la valeur proposée par
Ramanujan ne s’écarte jamais plus de 2,4 unités
de la valeur exacte. Par exemple, pour N égal
2100000, le résultat exact est 142, alors que la
formule de Ramanujan donne 142,07741.

Parmi les intéressantes propriétés des
nombres 3-friables, il y a le calcul de la somme
des inverses des nombres friables. La clé de ce
calcul est la formule donnant la somme de
termes en progression géométrique: pour tout
nombre réel a dont la valeur absolue est infé-
rieure 1, 1+a+a+..+a"+..=1/(1-a).

11 suffit alors d’écrire:
1+1/2+1/3+1/4+1/6+1/8+1/9+...=
(1+1/2+1/4+1/8+..) (1+1/3+1/9+1/27+...) =
(1/(1-1/2)) (1/(1-1/3)) =3

L’égalité entre le premier membre et le
second provient de ce que le produit des deux
parentheses infinies quand on le développe
donne tous les inverses des nombres 3-friables,
une fois et une seule. Le principe du calcul se
généralise et permet d’avoir la somme des
inverses des nombres K-friables en fonction
des nombres premiers inférieurs ou égaux a K.

ERDOS ENCORE ET TOUJOURS

Le fameux et prolifique mathématicien
Paul Erdds, souvent évoqué dans cette
rubrique, est a l'origine de résultats et de
conjectures concernant les nombres 3-friables.

Dans un article de 1994, Paul Erdos posa le
probleme suivant: montrer que tout nombre
entier s’écrit comme une somme finie de
nombres 3-friables dont aucun n’en divise un
autre. De telles décompositions sont dénom-
mées «représentations 3-friables».

1,2,34,5,6,8,9, 10, 12, 15, 16, 18, 20,
24, 25, 27, 30, 32, 36, 40, 45, 48, 50, 54,
60, 64, 72, 75, 80, 81, 90, 96, 100, 108,
120, 125, 128, 135, 144, 150, 160, 162,
180, 192, 200, 216, 225, 240, 243, 250,
256, 270, 288, 300, 320, 324, 360, 375,
384, 400, 405, 432, 450, 480, 486, 500
On peut en faire une représentation
géométrique en utilisant un réseau
de trois familles de droites paralléles.

En voici trois exemples:
11=9+2=2°32+213°
65=27+18+12+8=2033+2132+2231+2330
734=486+216+32=213+2333+2°30

Que tout nombre entier possede une repré-
sentation 3-friable est remarquable et inat-
tendu. En 1996, Paul Erdds et Mordechai Lewin
donnerent la démonstration tres simple de ce
résultat (voir Pencadré 3) accompagné d’une
série d’autres résultats qui illuminent les repré-
sentations 3-friables des entiers.

Le mathématicien Brian Birch avait démon-
tré en 1959 que si p et ¢ sont deux nombres
premiers entre eux (sans diviseur commun
autre que 1, comme 2 et 9; c’est le cas notam-
ment quand p et ¢ sont deux nombres premiers

B
La formule de

Ramanujan est d’'une
precision sidérante gg

différents), alors, au-dela d’une certaine valeur,
tous les entiers s’écrivent comme des sommes
de termes de la forme p?g’. Dans ce résultat, il
n’est pas demandé qu’aucun terme des sommes
envisagées n’en divise un autre. Le résultat
d’Erd6s et Lewin pour p=2 et =3 est donc une
version plus contrainte que celui de Birch pour
p=2etq=3.Laquestion était alors naturelle de
savoir si le résultat de Birch se généralisait pour
p et g premiers, en interdisant a un terme des
sommes envisagées d’en diviser un autre. La
réponse donnée par Erdds et Lewin est «non»:
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LOGIQUE & CALCUL

le seul couple de nombres premiers (p,q) pour
lequel il existe, pour tout entier N assez grand,
une somme de termes de la forme p%® don-
nant N et telle qu’aucun terme n’en divise un
autre est le couple (2,3). Le résultat d’Erdés
et Lewin sur les représentations 3-friables est
vraiment singulier.

Parmi les autres résultats d’Erdds et Lewin
citons: tout nombre n a partir de 31 s’écrit
comme une somme de termes de la forme 2°5°7¢
dont aucun terme n’en divise un autre. Un
résultat analogue est obtenu a partir de 34
pour 29511, a partir de 115 pour 2°5°13, et a
partir de 155 pour 27519,

Larticle propose aussi une conjecture: pour
tout nombre entier B, il existe un entier M tel
que tout entier a partir de M possede une repré-
sentation 3-friable dont chaque terme est plus
grand que B. Autrement dit pour écrire les repré-
sentations 3-friables de grands nombres on peut
se passer des nombres 3-friables les plus petits.

SRINIVASA RAMANUJAN

Le mathématicien indien Srinivasa Ramanujan est né a
Madras en 1887. En 1903, a l'age de 15 ans, il découvre le
livre A Synopsis of Elementary Results in Pure and Applied
Mathematics de George Shoobridge Carr.

Le livre comporte des listes de théorémes, souvent sans
démonstration ; il était utilisé par les étudiants de
Cambridge pour préparer les célebres examens des

« tripos » et l'ouvrage est toujours publié aujourd hui

sous forme numérique.

Ramanujan n'était pas averti de la rigueur mathématique
et a généralement laissé ses résultats sans preuve.
Autodidacte, il a noté ses résultats mathématiques dans
quatre cahiers : a la maniere de Carr, il propose ses
nombreux résultats sans juger nécessaire de les justifier
par un raisonnement.

En 1913, il écrit une lettre a Godfrey Hardy en y recopiant
une liste de formules et d'énoncés sans démonstration.
Parmi ces résultats, il y a au bas d'une page (ci-contre) le
célebre énoncé sur le décompte des nombres 3-friables
(c'est-a-dire n'ayant que 2 et 3 comme diviseurs premiers).
Hardy pense d'abord a une blague, puis, apres avoir
consulté son ami John Littlewood, acquiert la conviction
que l'auteur de la lettre ne peut étre qu'un génie. Hardy
fait alors venir Ramanujan en Angleterre et travaille avec
lui. Ramanujan passe cing ans a l'université de Cambridge
et publie une vingtaine d'articles. Les 700 pages de cahiers
et de notes qu'il a laissées a sa mort, en 1920, comportent
plusieurs milliers de formules et d'énoncés. Les deux tiers
des résultats sont originaux, trés peu sont inexacts. Ce n'est
qu’'en 2019 que fut publiée la démonstration de la derniére
formule non élucidée de Ramanujan (Bruce Berndt et al.,
The final problem : An identity from Ramanujan’s lost
notebook, Journal of the London Mathematical Society,
2019).

Comme le fait remarquer le mathématicien Jonathan
Kujawa, de l'université de 'Oklahoma : « Il a fallu

un siécle pour traiter toutes les formules que Ramanujan
a proposées en une décennie ; on n‘ose pas imaginer

le temps qu'il aurait fallu s'il avait vécu plus longtemps. »
Notons qu'on ne comprend toujours pas comment
Ramanujan a pu découvrir certaines de ses formules

avec ses connaissances mathématiques limitées !
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La conjecture n’a pas résisté longtemps a
I'ingéniosité des chercheurs. En 1998, Richard
Blecksmith, Michael McCallum et John
Selfridge prouverent le résultat attendu dans
une étude détaillée des représentations
3-friables. Dans leur article, ils montrerent
que si un entier possede une représentation
3-friable avec plus de quatre termes, alors il
possede plusieurs représentations 3-friables.
Lorsqu’il y a plusieurs représentations
3-friables d’un entier, il en est une, dénom-
mée canonique, ol la puissance de 2 est la
plus élevée. Ces résultats conduisent a une
bonne compréhension des nombres
3-friables, mais d’autres surprises sont appa-
rues récemment!

LE PROBLEME DE STOCKMEYER

De maniere totalement inattendue, on a en
effet découvert que les nombres 3-friables jouent
un réle central dans la solution d’'un puzzle
mathématique, variante du probleme des «tours
de Hanoi» (voir encadré 4) . Cette variante a été
proposée en 1994 par Paul Stockmeyer, du
William and Mary College, a Williamsburg, aux
Etats-Unis. Au lieu de considérer trois plots sur
lesquels sont enfilés des disques percés de tailles
différentes, par exemple de diametre 1, 2,3, 4 et
5 centimetres, Stockmeyer considéra quatre
plots dont I'un est placé au centre du triangle
équilatéral formé par les trois autres. Au départ,
tous les disques sont empilés par taille décrois-
sante sur un plot extérieur. Les regles du jeu sont
indiquées dans ’encadré 4. Stockmeyer prouva
dans un premier temps que le déplacement de
n disques était possible en opérant s(1) mouve-
ments, ot s(n) est le double de la somme des n
plus petits nombres 3-friables. Il conjectura que
ce nombre ne pouvait pas étre amélioré. En 2017,
Thierry Bousch, de l'université Paris-Saclay,
prouva la conjecture.

Cela signifie qu’il existe une solution
en 6=2x (1+2) mouvements pour deux disques,
en 12=2x(1+2+3) mouvements pour trois
disques, en 20=2x (1+2+3+4) mouvements
pour quatre disques, en 32=2x (1+2+3+4+6)
mouvements pour cing disques. J’ai essayé
assez longuement et je confirme que les 6, 12,
20 et 32 déplacements sont possibles et semblent
imbattables.

Le principe de la démonstration de cet
étrange résultat consiste d’abord a proposer
une stratégie de déplacement permettant de
réaliser le transfert en s(n) déplacements ou
s(n) vérifie la relation de récurrence :

(*) s(0) =0, et pour n>0, s(n) est égal au plus
petit des nombres 2xs(m) +(3"™~1) lorsque
mvariedeOan-1.

La stratégie qui permet de faire ce déplace-
ment pour entier 7 en s(n) mouvements est
obtenue en supposant qu’on sait le faire pour
les entiers m de 0 A n—1 en s(m) mouvements,

© Konrad Jacobs/Wikimedia Commons; © Domaine Public, via Wikimedia Commons; © no conegut/Wikimedia Commons



DIFFICILE DE SAVOIR QUE C'EST FACILE !

Détaillons la démonstration présentée dans l'article
d'Exdés et Lewin de 1996 que « Tout entier peut
s'écrire comme somme de nombres de la forme 223°
(nombres 3-friables), avec a et b entiers, aucun terme
n'en divisant un autre ».

Pressentir qu'une preuve simple existe est souvent
impossible. La surestimation qu'on fait alors de la
difficulté est quelquefois surprenante et, pour ce
résultat, il semble bien que le grand Erdds lui-méme
ait mal évalué que c'était plutét facile. En effet,
Erdos butant sans doute sur le probléme le posa

a Paul Jansen et a Mordechai Lewin qui tous deux
trouverent immédiatement la preuve par récurrence
que nous reproduisons dans ce qui suit. D'autres

et inférieurs a U'entier n. Démontrons alors le résultat
pour n. Si n est une puissance de 3, le résultat est
évident. Sinon, n se place quelque part entre deux
puissancesde 3:3P<n< 3P+t

Si n est pair, n = 2m. Puisque le résultat est vrai pour m
(par hypotheése) on peut l'écrire comme une somme
de nombre 3-friables dont aucun n'en divise un autre.
En multipliant chaque terme de cette somme par 2,
on obtient que n est aussi une somme de nombres
3-friables dont aucun n'en divise un autre. Nous
pouvons donc supposer que n est impair. Le nombre
n - 3P est pair (car la différence entre deux nombres
impairs est paire). On a donc:
n-3=2m<3,+1-3r=(3-1)x3P=2x 3"

mathématiciens auxquels Erdos avait écrit pour
leur présenter le probleme trouvérent aussi

cette preuve.

Démonstration.

Pour les entiers 1, 2 et 3, le résultat est vrai.
Raisonnons par récurrence en supposant que le
résultat est vrai pour tous les entiers a partir de 3

et en trouvant une méthode qui fait le déplace-
ment pour Pentier n en s(n) mouvements.

Pour trouver cette stratégie, on envisage,
pour chaque m entre 0 et n—1, trois étapes.

- Etape 1. On déplace les m disques du des-
sus de la pile en utilisant la solution du probléeme
avec m disques. Elle amene les m disques les plus
petits en s(m) mouvements vers un plot exté-
rieur (qui ne sera pas celui atteint & 1a fin).

- Etape 2. On déplace les n-m disques les
plus gros (restés immobiles pendant la pre-
miére étape) en utilisant une solution de la
variante du probleme des tours de Hanof qui
impose a chaque déplacement de passer par le
plot central. La solution optimale, assez facile
a trouver, demande (3""-1) mouvements. Ce
déplacement fait passer les n—m disques les
plus gros vers le plot extérieur qu’on veut
atteindre, et cela sans utiliser le plot ol
attendent temporairement les m disques les
plus petits.

- Etape 3. On déplace les m disques les plus
petits pour les amener sur les n—m disques
déplacés pendant ’étape 2. Le déplacement est
effectué en utilisant la solution en s(m) mou-
vements comme lors de I’étape 1.

Le nombre total de déplacements fait en
combinant les trois étapes est:
s(m)+ (3 m=1)+s(m)=2xs(m) +(3""-1)

Parmi ces méthodes de déplacements qui
dépendent de m, il y en a une demandant un
plus petit nombre de déplacements; c’est elle
qui donne la méthode de déplacement pour
Pentier n. Sa longueur est donc bien donnée
par la formule (*) indiquée plus haut.

Disposant de cette stratégie et de la for-
mule (*) pour s(n), on montre que s(n) estle
double de la somme des 7 plus petits nombres

On en déduit que m < 3P. Le nombre m s'écrit donc
sous la forme d'une somme de nombres 3-friables
dont aucun n'en divise un autre. Dans cette somme,
les exposants des puissances de 3 sont tous inférieurs
a p, et donc en multipliant par deux chaque terme de
cette somme et en ajoutant 3° on obtient n = 2m + 37
comme somme de nombres 3-friables dont aucun
n'en divise un autre.

PP

On n’a jamais fini

de comprendre le role
des nombres premiers gg

3-friables. Arrivé a cette étape, on sait faire le
déplacement voulu en un nombre d’étapes
double de la somme de n premiers nombres
3-friables. La derniere partie de la démonstra-
tion, la plus difficile, consiste a établir qu’on ne
peut pas faire mieux! C’est 'objet du raisonne-
ment proposé dans l’article de 30 pages de
Thierry Bousch.

L’encadré 4 donne la solution en 20 dépla-
cements pour 4 disques. On voit que la solution
se décompose en trois étapes.

Thierry Bousch n’en est pas a son premier
exploit concernant ce type de problemes,
puisque c’est lui qui, en 2014, avait résolu défi-
nitivement le probléme général des tours de
Hanoi quand il y a quatre plots et qu’on n’im-
pose aucune contrainte pour le déplacement
des disques, autre que celle qu’un disque ne
peut étre posé que sur un disque plus grand.

LE CODAGE DE FIBONACCI

Il est difficile d’obtenir des résultats
concernant les chiffres des nombres dont on
ne connait que des informations sur leurs fac-
teurs, ou correspondant a des constantes
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| LOGIQUE & CALCUL

ENDEZ-VOUS

LES TOURS DE HANOI ET LE CASSE-TETE DE STOCKMEYER

Le casse-téte des « tours de Hanoi » (A) a été que l'on n‘opére que des déplacements d'un
inventé par le mathématicien francais plot extérieur vers le plot central ou du plot
Edouard Lucas (1842-1894). Il consiste a central vers U'extérieur.

changer de plots, en un nombre minimum De maniére totalement inattendue et quelque
de coups, une pile de disques troués de tailles peu mystérieuse, la solution minimale pour
décroissantes, sachant que l'on ne peut n disques exige s(n) déplacements, ou s(n) est
déplacer plus d'un disque a la fois et que l'on le double de la somme des n plus petits

ne peut placer un disque que sur un disque nombres 3-friables.

plus grand que lui ou sur un emplacement Les quatre plus petits nombres 3-friables
vide. Une solution pour trois plots et quatre sont 1, 2, 3, 4. On peut donc déplacer une pile
disques est indiquée en (B). de quatre disques en 20 mouvements et il est
Le casse-téte de Stockmeyer, inspiré des tours  impossible de faire mieux (D).

de Hanoi, est sensiblement plus difficile. Les cinq plus petits nombres 3-friables sont
Il utilise quatre plots (C). La régle du jeu est 1, 2, 3, 4, 6. On peut donc déplacer une pile
voisine de la précédente a la différence prés de cing disques en 32 mouvements. Essayez !
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mathématiques comme le nombre V2, e ou .
Personne aujourd’hui n’a, par exemple, démon-
tré que dans les chiffres décimaux des trois
nombres cités on trouve une infinité de fois le 0
(ou une infinité de fois le 1, etc.), alors que si
on mene des calculs, par exemple en calculant
100 mille milliards de décimales de © (record
de 2022), on découvre quenviron un chiffre
sur dix est un 0, un sur dix est un 1, etc.

Récemment, Yann Bugeaud, de 'université
de Strasbourg, a obtenu des résultats de ce type
pour certains développements de nombres
entiers K-friables. Ils sont un peu difficiles a
énoncer, mais, grace a eux, on dispose de liens
entre les chiffres décimaux d’un entier n et ses
diviseurs premiers, c’est-a-dire son apparte-
nance ounon aune classe de nombres K-friables.

Le résultat le plus simple obtenu concerne
le développement des nombres entiers a I'aide
de la treés populaire suite de Fibonacci. Ces
développements qui sont fréquemment utilisés
en informatique sont dénommés développe-
ments de Zeckendorf ou codage de Fibonacci.

Rappelons le résultat fondamental qui en
fixe 'intérét. La suite de Fibonacci est la
suite F,=0,F,=1,F,=1,F,=2,F,=3,F.=5,F,=8,
F,=13,F,=21, F,=34,... définie en donnant ses
deux premiers termes et en imposant que
chaque terme soit la somme des deux précé-
dents. Il est facile de montrer que tout nombre
entier est une somme de nombres différents de
cette suite (sans utiliser ni Fyni F,).

Par exemple: 29=1+2+5+8+13=
F,+F;+F;+F+F,, qui se décompose aussi en
3+5+8+13=F,+F;+F +F,.

A chacune de ces écritures d’un entier n
comme somme de nombres F;, on associe un
codage ou développement en indiquant par
un 1 en position i si F, est pris dans la somme,
et par un 0 autrement. Avec les deux versions
de 29 on obtient deux codages parmi d’autres:
29=0xF,+1xF,+1xF,+0xF,+1xF +
1xF +1xF,=0110111
29=0xF +0xF,+0xF,+1xF,+1xF +
1xF,+1xF,=0001111

Le théoreme du mathématicien belge
Edouard Zeckendorf indique que parmi les
codages de ce type, il y en a toujours un et un seul
qui n’utilise pas F, et qui ne possede jamais
deux 1 consécutifs; on le nomme développement
de Zeckendorf. I’idée de la démonstration est
assez simple: on exploite que s’il y a deux 1
consécutifs en position n et n+1, on peut les rem-
placer parun 1 en positionn+2, car F,+F,.;=F,.,.
En procédant a cette transformation du codage
et en choisissant toujours les deux 1 consécutifs
les plus a droite, on réussit progressivement a se
débarrasser de tous les couples de 1 consécutifs.
Avec notre exemple de 29:
0110111—01101001—00011001—00000101

Le codage de Fibonacci résulte alors de la
suppression du 0 initial qui ne porte aucune

information puisqu’il est toujours présent et de
l’ajout d’un 1 a la fin qui fera que le code de
Fibonacci de tout nombre comportera deux 1
consécutifs une fois et une seule a son extré-
mité: 00000101 —00001011.

Cette indication dans le codage de la fin du
codage de chaque nombre permet de représen-
ter des listes de nombres entiers en placant les
codages les uns derriere les autres sans avoir a
réserver une place fixe pour chaque entier (par
exemple 8 bits). Il en résulte un gain de place
particulierement important pour les longues
listes d’entiers, ce qui est tres utile dans les
méthodes de compression de données.

« Codage en utilisant le binaire sur 8 bits
pour la suite d’entiers (2,10,6):
000000100000101000000110

« Codage de Fibonacci de la méme suite:
01101001110011

RESULTATS DE YANN BUGEAUD

Les résultats de Yann Bugeaud indiquent
des propriétés du type suivant: si un nombre n
est assez grand et K-friable alors son codage de
Zeckendorf comporte au moins H fois le 1.
Pour le plus simple des résultats démontrés,
les parametres K et H dépendent d’un entier m
qu’on choisit comme on veut et sont donnés
par: K=log(log(m))/2log(log(log(log(m))))
et H=log(log(log(m))).

Méme ¢’il est un peu difficile a comprendre,
un tel résultat signifie que, sous la condition
que 7 ne possede que des petits diviseurs pre-
miers, alors son codage de Zeckendorf possede
un nombre minimum de 1.

Un autre résultat de Yann Bugeaud, cette
fois associé au chercheur japonais Hajime
Kaneko, indique le méme type de propriétés
non plus pour les développements de
Zeckendorf, mais pour les développements
en base b d’un entier. Encore assez com-
plexe a formuler, nous en donnons juste la
version générale: soit un entier b supérieur
ou égal a 2, si n est un entier assez grand
non multiple de b, alors il n’est pas possible
que n possede un petit nombre de facteurs
premiers et un petit nombre de chiffres non
nuls dans son développement en base b.
Autrement dit si b est un entier supérieur ou
égal a 2, si n est un entier assez grand non
multiple de b, et si n est K-friable (pour un K
que le théoréme indique), alors le dévelop-
pement de n en base b comporte un nombre
de chiffres non nuls supérieur a P (pour un P
que le théoréme indique).

Ce que nous avons évoqué des recherches
sur les nombres friables est une infime fraction
de ce que les mathématiciens ont obtenu a leur
sujet depuis qu’ils ont réalisé leur importance
dans une grande variété de domaines de la
théorie des nombres. On n’a jamais fini de com-
prendre le role des nombres premiers! m
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